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If A4, B and C are elements of an arbltrary structure then we have always
1) [(4, B), (4, O)] S (4, [(B, C), (C, 4), (4, B)].

(We will use in this paper the terminology and notation introduced in the
paper (LI); the marks < and > shall exclude the equality.) If the structure is
especially a so-called Dedekind structure then in (1) the equality holds always
1.e. the equatlon

2 [(4, B), (4, O)] = (4, [(B, C), (C, 4), (4, B)))

is generally valid. (See for instance (IT), p. 413, equation (4).) In this paper
we inquire whether conversely every structure in which the equation (2) is gen-
erally valid is a Dedekind structure, and how those structures in which (2)
is not generally valid are characterized.

Tueorem 1. If A, B, and C are elements of a structure and between the cross-

cuts (B, C), (C, A), and (A4, B) there is at least one relalzon of inclusion ‘then (2)

s valid.

Proor. If for instance (B, C) = (C, A), then we have obviously (B, C) <
(4, B) too. Therefore it is sufficient to consider the two cases (B, C) = (C, A)
and (C, 4) = (B, C).

1. Let (B, C) be < (C, A). In this case we have

(B, C), (C, 4), (4, B)] = [(C, 4), (4, B)];

from this equation ensues immediately the asserted equation (2).
2. Let (C, A) be = (B, C). In this case we I}ave obviously
o | (B, 0), (C, 4), (4, B)] < B
whence .
4, [(B, C), (C, 4), (4, B)]) = (4, B),
and cbnsequent]y »
' (4, 1B, 0), (C, 4), (4, B)]) = [(4, B), (4, 0)]..

But the last inequality implies together with the inequality (1) the asserted
equation (2).
" TuroreM 2. If between the elements A, B, and C of a structure there is at
least one relation of inclusion then (2) is valid.

573



574 HENRY LOWIG

Theorem 2 ensues immediately from Theorem 1.

There are non-Dedekind structures in which nevertheless (2) is satisfied for
arbitrary elements A, B, and C. We have for instance the
THEOREM 3: In any non-Dedekind structure of the fifth order (2) is generally
valid. :

Proor. If Z is a non-Dedekind structure of the fifth order then we can
(see (I), §6) denote its elements by P, @, R, S, and 7 in such a way that the
following inegualities hold:

(P<QP<R P<SP<T;
Q<T;

@) R< S RLT; .
1S <T.

From (3) it is directly evident that between any three elements of Z there is
always at least one relation of inclusion. Now it ensues immediately from
Theorem 2 that Theorem 3 is true.

Theorem 3 will be still further generalized in the following.

TaeoreM 4. There are structures in which (2) s not generally valid.

Proor. We consider a set A consisting of 9 elements E, L, M, N, X,, Y, Z,
X,’F. Now we will establish between these elements of A the following 24
proper relations of inclusion:

E<LE<ME<NE<L<X ,E<Y E<ZEKF;
L<Y,L<ZL<F;
M<ZM<X,,M<X,M<F;
@) N<X,,N<X,N<Y,NKF;
X1<X,X1<F,
Y < F;
Z < F;
X < F.

- One persuades himself easily that by the establishments (4) A becomes a partly
ordered set. (See also figure on p. 575.) Moreover this partly ordered set is
even a structure, and cross-cut and union of any two distinct elements of this
structure can be found from the table on p. 576.

According to this table we have

(X, 1), (X, )] = [N, M] = X4,

and

X, (Y, 2), (Z, X), (X, V)]) = (X, [L, M, N]) = (X, [Z,N]) = (X, F) = X.
Hence - ’
(X, V), (X, 2)] = (X, [(Y, 2), (Z, X), (X, V))).

In the structure A considered here the equation (2) is consequently not generally
valid. (On the other hand one can -easily persuade himself that the triples

.
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X,Y,Zand X, Z, Y are the only triples of elements of A which do not satisfy
the equation (2).)
In the following the marks K, L, M, N, X,, Y Z, X, F, and A shall have

always the significance stated.

£

Tueorem 5. If A, B, and C are elements of an arbitrary structure = then the
set A’ of the 9 elements E', L', M', N’, X, Y', Z', X', F’ defined by the equations

E' = (4, B, C)
L' = (B, C) .
M= (C, 4)
N = (4, B)
5). 1 X1 =[(C, 4), (4, B)] /

Y = [(4, B), (B, O)]

Z' = [(B,C), (C, 4)]

X' = (4,[(B,0), (C, 4), (4, B)))
F' = [(B; C): (Cy A): (A’ B)]
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1s a substructure of Z, and if we assign to every element of A the corresponding accented
element of A’, then this correspondence is a homomorphism between A and A'.
To prove Theorem 5 we have to demonstrate that the table below continues

—-to be valid if we replace all elements appearing in it by the corresponding

) E L ¥ | N X, Y z X ‘ P ”
E L M N x| ¥ z X F E
L E z Y F | Y z F F L
M E E X, X | F z 1; F M
N E E E X | x F X F ¥
X, E E M N F F X F X,
Y E L E N N F F F Y
z E L M E M | L F F z
X E E M N i,, N M F X
F E | 1 M N % | ¥ 2 X F

|
( ) E L M N %Y 2 X F

accented elements. As this demonstration involves no difficulties we will
content ourselves to prove the equation [X’, Y'] = F".
We have obviously X’ = (C, A). Hence

(X, Y] =z [(B, €), (C, A), (4, B)]
or
(6) X', Y]z F"

On the other side we have X’ < F' and Y’ £ F’, and consequently also -

) (X', Y'] = F'.
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(6) and (7) yield the equation
. - [X’, )'/I] — 'F/

we have wanted to prove.

TaeoreEM 6. (Lemma.) Let to every element U of a structure = be assigned
an element U’ of another structure = !, where this correspondence s a homomorphzsm
between Tand Z'. IfU <V 1mphes U <v then the given homomorphism is an
isomorphism.

Proor. If U V and between U and V there exists a relation of mclusmn
then we have, according to the supposition, also U’ = V’. But if we have
U # V without a relation of inclusion existing between U and V then we have
certainly

. , vy < U.
Therefore we have, according to what we have supposed in Theorem 6, also

', vy <u.

. The last ihequality implies that also in this case U’ = V’. Hence to distinct

elements of T correspond always distinct elements of Z’.

" TueoreEm 7. If A, B, and C are elements of a structure Z which do not satisfy
the equation (2) then the homomorphism between A and.A’ existing accordzng to
Theorem 5 is an 1somorphism.

Proor. According to Theorem 6 it is sufficient to demonstrate that none of
the inequalities (4) turns into an equality if we replace both its sides by the cor-
responding ac¢cented elements. Moreover we can restrict ourselves to prove the
13 inequalities . , '
(E'< L', B <M, E <N,

L'<Y, L'< Z,
M<4,M<M,
' ! 7 4
®) J§<§,N<n
1 < X ’
Y < F',
Z' < F,
. X' < F"
because the other inequalities coming 1nt0 question, namely the mequalltles
E'<X\,, E <Y, EE<Z, BF<X', E <F,

L' < F', ,

(9) M <X, M'<F,
N’ <X', 'N/ < F’,
X < F'

ensue from the inequalities (8). The discussion shall be divided into 4 steps.
1. If the equation E’ = L’ were valid we should have

(4, B,C) = (B, ()
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and consequently .
(B, 0) < (4, B);

hence, according to Theorem 1, the elements A, B, and C would satisfy the
equation (2), contrarily to the supposition of Theorem 7. In corresponding
way we can refute the hypotheses E' = M’ and E' = N'.

2. L’ =Y'or (B,C) = [(4, B), (B,C)] would imply (4, B) £ (B, C). Again
it follows from Theorem 1 that the hypothesis is absurd. Similarly also the
hypotheses L' = Z', M' = Z', M’ = X;,N = X;,and N = ¥’ yield contra-
dictions. '

3. According to the supposmon of Theorem 7 we have X ;é X'

4. If the equation X' = F’ were valid then we should have
. /

(L, X') = (I, F),

- and consequently

"B = L.

This v;/ould contradict what we have proved under 1. Just so from the hy-

pothesis Y’ = F’ we can derive the equation E’ = M’, from the hypothesis

Z' = F’ the equation E' = N ', and by this a contradiction to what we have
proved under 1. '
_ Now the following Theorems 8, 9, and 10 are ev;dent ¢

TueorEM 8. Any structure in which the equation (2) is not generally valid
contains at least one sub-structure of the ninth order having the same property.

THEOREM 9. Any structure of the ninth order in which the equation (2) is not
generally valid is isomorphic with the structure A.

THEOREM 10. . In any structure of at most eighth order the equation (2) holds for
arbitrary elements A, B, and C.

Theorem 10 represents the announced generalization of Theorem 3.

It is evident that we could investigate the equation

(10) (14, B, [4, C]) = [4, ([B, C], [C, 4], [4, B])]

dually corresponding to the equation (2) exactly in the same way as we have just
explored the equation (2). Yet, while the Dedekind axiom

(4, [B, C]), (B, O)] = ([4, (B, )], [B, cn

is identical with its dual’ counterpart the corresponding assertion about the
equation (2) is not true.

TrHEOREM 11. In our structure A the equation (10) is generally valid.

The proof follows easily from the dual counterpart of Theorem 9. Of course
Theorem 11 can also be verified simply by the table on p. 576:

THEOREM 12. The assertion that in a structure the equation (2) holds for arbitrary

-
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elements, A, B, and C, and the assertion dually corresponding to this assertion are not

- equivalent.

Proor. See Theorem 11.
PrAGUE
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MATHEMATIKAI TUDOMANYOK

SZERKESZTIK ; Komplexe euklidische Riume von beliebiger
endlicher oder transfiniter Dimensionszahl.

FEREVJARTO BELA RIESZ FRIGYES, Von Hesien Lowio in Prag

VIl KOTET | FUZET In dieser Abhandlung soll gezeigt werden, dal vicle Sitze,

welche man bisher nur ftr den Hilbertschen Raum bewiesen hat,
auch far beliebige euklidische Rdume, d. h. lineare metrische
Raume, in denen ein inneres Produkt definiert ist, gelten, oder
— mit andern Worten — dab die Voraussetzung der Separabilitit
des Raumes, die man beim Beweise dieser Sitze bisher zu machen
pflegte, unwesentlich ist. Im ersten Paragraphen mogen zunichst
INDEX — TARTALOM einige Vorbemerkungen (ber aligemeine komplexe lineare me-
] trische Rdume vorausgeschickt werden. Im zweiten Pragraphen
werden sodann Sitze (ber den komplexen Hilbertschen Raum
angeftihrt, welche man auf beliebige komplexe euklidische Riume

1934. V1. 27,

Fowge, 1 Kamplexe cukldische Riume von beliebiger endlicher oder
tanshinter Dimensionszahl ; 1

Fwevs, 1 Zur Theone des Hilbertschen lhumt" s o A o K” | “bcnu‘e" s popeidg wons‘mmnung‘“u e
Feder, 1 Fm kombmatonscher Satz, . ., . . ) . .:lo In §3 werden schilofich noch dni‘e . kon'plcxc oo
Huopoo, G Zom Menperschen Ciraphensatz, s B . “ = d"d! mm unter MM m \Vohlordnlmglnlm .bgele“c'.
Secucy AL Sur les equations détimssant une matrice en fonction algebrique

. T £ i ™ § 1. Vorbemerkungen iiber aligemeine komplexe
uhnll.’bll[_'l'l_ I L Beweis des Petersenschen Graphensatzes. . . . . . 51 lineare metrische Riume.

von Kerekpadrto, 1t Lrpianzung zu meinem Aufsatz @ Topologische Charak-

— |' Tty der hinearen Abbildungen. 54 Eine Menge N von Elementen r, v, 3, . .. heibe ein komplexer
Ubliogzraphn c w8 % S - : . linearer Raum, wenn in ihr eine Addition r v und eine Multi-

plikation ar mit einer komplexen Zahl a definiert sind und wenn
diese beiden Rechenoperationen den Gesetzen der affinen Vektor-
algebra gentigen. (Elemente linearer Riume wollen wir im
folgenden stets mit kleinen deutschen Buchstaben, komplexe
Zahlen mit kleinen lateinischen oder griechischen Buchstaben be-
zeichnen.)
520 VAROSE NYOMDA £S KONVVIIADO BT, 36— 308 '
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It aulierdem pedem Element « von 0 eine  nicht  negative
reclle Zanl o Gabsoluter Betrag des FElements 1) derart zugeordnet,
dali die Bedingungren
(1 ri>0 Hir x990
(o Zevhen O ol auclh das Nullelement yvon K bedeuten)

() I 1 ! [}

('} " a .
(o behiehng komplex) edullt sind, dann wollen wir 1 cinen kom
plecen himearen metreden Faum nennen,

Drefimitvan Vo due Tedmenge W des komplexen linearen
mettedhen Fawmes W hedfie tsomorph mit der Tedmenge N des
Fomplesen nearen metreahen Rawmes =, wean zwiscen 2 und i
cone ambehtbar ctndeatipe Zuordnung von der Beschaffenheit her-
el werden Fann,  dafi i dem Falle, dafi die endlich - vielen

! lemente () b cn) von W heziehentlich den Elementen
( k.2 cn) von 0 cugreordnet sind, fur beliebige komplexe
Zallen a, () }, 2, cn) die Gilewhungr
(4) ; .t ; wh,
' I ' [}
wilelht

(Ine Gesamtheit der Elemente von R von der Form ar,

’
ot o0 00 wollen wir in Anlehnung an HAusbowrer 2, S, 295 —
cehe Literaturverzeichms am Schlusse die Jlineare Halle* der
Mengre 0 nennen. Das Wort  jisomorph*  wird hier in cinem
andern Smne pebraucht als ber Banacn 1, S0 1800 Was hier 1so-
worph helit, nennt BANACH Jdquivalent®.)

Detimtion 2. Isty, irgendein Element des komplexen linearen
metivahen Raumes K und o eine beliebige positive reelle Zahl, dann
Ltfu e Mengre der Elemente v von X, welde der Ungleichung
() v ~rg|l < ¢
cenupen eme starke Umpebung der Stelle v,

Duaher hebt v, starke  Haufungsstelle emer  Teilmenge %
o W wenn ede starke Umgebung von v, mindestens ein von r,
cerochuedenes Element von 0 enthalt. Die Menge 9% heibt stark-
bl en wenn sie alle hre starken Hiaufungspunkte enthélt.

Fukhdische Raume von behichiper Dimenaon-zal

Eine Folge r, (n  1,2,3, ...) von Elementen von W heilt stark
konvergent gegen das Element v von W, m Zeichen
(6) limry, 1,
L

wenn jede starke Umgebung von r von einer gewissen Stelic an-
gefangen alle Glieder der Folge v enthalt; das bedeuter at
(7) hm 1y, — 0

> om
Offenbar ist eine Teilmenge W von K dann und nur dann <t
abgeschlossen, wenn aus 1, ° 0 und lim vostets oM folpn

Die Menge der starken Hautungsstellen der linearen Halle einer
Teillmenge M von K heilbe — wieder in Anlehnung  an Hat
Dokt 2, S. 295 — dic starkabgeschlossene lineare Hille von )
Definition 3. Eine Folge v, (n 1,2,3,...) von Elemen-
ten von N heifie eine starke Fundamentalfolyge, wenn

(8) lim v —r, 0
ist.

Definition 4. Eine Teilmenge % von )i heific <tark-
vollstdndig, wenn es zu jeder starken Fundamentalfolge
(n 1,2,3,...) von Wi ein Element v von Vi mit
(6) lim g, =1

it

Aus der Starkvollstindigkeit folgt die Starkabgeschlossenheit,
aber nicht umgekehrt ; ferner ist mit einer starkvollstindigen Menge
offenbar  auch jede isomorphe Menge starkvollstindig, wihrend
einer nur starkabgeschlossenen Menge diese Eigenschaft nicht zu-
kommen mub. Ist die starkabgeschlossene lineare Hiille 4t einer
Menge Wi starkvollstindig, dann wollen wir & auch die stark-
vollstindige lineare Hiille von i nennen. Andernfalls wollen wir
sagen, dab die starkvollstindige lineare Hiille von 2 in N nicht
existiert. Offenbar gilt der

Satz 1. Sind zwei Teilmengen komplexer linearer metrischer
Rdiume isomorph, dann sind auch ihre starkvollstdndigen linearen
Hiillen isomorph, falls sie existieren.

Denn bei. der in Definition 1 erwihnten Zuordnung entspricht
jeder starken Fundamentalfolge der lincaren Hiille von M cine
starke Fundamentalfolge der linearen Hiille von ) und umgekehrt.
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Es folgt weiter, dab diese Zuordnung auf genau eine Weise zu
ciner entsprechenden  Zuordnung zwischen den starkvollstindigen
lnearen Hilllen von ) und X erweitert werden kann.

Ist ein komplexer linearer metrischer Raum selbst starkvoll-
<tandig, dann fallen die Begriffe der Starkabgeschlossenheit und
der Starkvollstandigkeit einer Teilmenge zusammen; daher ist
auch die starkabgeschlossene lineare Hiille einer Teilmenge von
eibst starkvollstiandig.

Jeden komplexen linearen metrischen Raum X, welcher nicht
starkvollstindig ist, kann man zu einem starkvollstindigen kom-
plexen hinearen metrischen Raum erweitern; d. h. man kann einen
tarevollstandigen komplexen linearen metrischen Raum )i* ange-

welcher eine mit i isomorphe lineare Mannigfaltigkeit ent-
it Man betrachte als die Elemente von %* die Gesamtheiten
ipvalenter starker Fundamentalfolgen von i, (Zwei starke Fun-

mentalfolgen oound v (n 1,2, 3, .. .) sollen dquivalent heiben,

m e 0 ist.) Enthalten zwei Elemente r*

die starken Fundamentalfolgen r, (n 1,2,3,...) und

(n1.2,3....) von N, dann seien r*+41* und ar* die Ge-

amthenen derjenigen  starken  Fundamentalfolgen von K, welche

t (n 1,2,3,...) bzw. mit ar, (n==1,2,3,...) dquiva-
nt sind, und es sei

und »*

) e lim r, .
s

Wan kann sich leicht iiberlegen, dalb diese Definitionen alle ein-
gangs gemachten Voraussetzungen {iber komplexe lineare metrische
Kaume eriillen und dab der so definierte komplexe lineare metri-
~che Raum wirklich starkvollstindig ist. Diejenigen Elemente von
Ii* weiche aus starken Fundamentalfolgen von N bestehen, welche
m W auch stark konvergieren, bilden eine lineare Mannigfaltigkeit,
welche mit )i isomorph ist, und N* ist die starkvollstindige lineare
Hillle dieser hnearen Mannigfaltigkeit. Ersetzt man jedes der ge-
nannten  Elemente v* von %* durch das Element von N, gegen
welches die starken Fundamentalfolpen von N, deren Gesamtheit
" ist, konvergieren, dann wird N selbst eine lineare Mannig-
faligkeit von NH* und daher H* eine Erweiterung von R; wir
wollen diese Erweiterung die kleinste starkvollstindige Erweiterung
von N nennen.

Ist jedem Element r eines komplexen linearen Raumes %

Euklidische Raume von beliebiger Dimensionszah! 5

ein Element Ar eines komplexen linearen Raumes Z zugeordnet
und gelten dabei fiir beliebige r und v die Gleichungen

(10) A(r ~n)=Ar +Ap
und
an A(ax) - a(Ar),

dann heibe diese Zuordnung A eine lineare Abbildung von % in Z .
wenn dabei Ar wirklich ganz Z durchliuft, eine lineare Abbildung
von X auf Z. Sind N und Z komplexe lineare metrische Raume
und ist die Menge der Zahlen |Ar mit r 1 beschrdankt, dann
heiBe die lineare Abbildung A beschridnkt und die obere Grenze
von |Ar| fiir [r/-°1 werde mit |A| (absoluter Betrag der linearen
Abbildung A) bezeichnet. Durch diese Festsetzung wird die Menge
der beschrdnkten linearen Abbildungen von K in Z selbst zu einem
komplexen linearen metrischen Raume. Ist ) Z, dann heibe A
auch ein linearer Operator in NH. Ist = der komplexe lineare
metrische Raum der komplexen Zahlen, dann heie A ein lineares
Funktional in N.

Definition 5. Es seien L, (k- 1,2,...,n) endlich viele
beschrinkte lineare Funktionale in N und & eine beliebige positive
reelle Zahl. Ferner sei v, ein beliebiges Elernent von M. Dann heipe
die Gesamtheit der Stellen v von N, welche den Ungleichungen
(12) Ly (x—r0)| <<€ k=1,2...,0)
geniigen, eine schwache Umgebung der Stelle ,.

(Diese Definition ist eine Verallgemeinerung der von J. v.
NEUMANN 6, S. 379 gegebenen Definition. Man kann sich leicht
iiberzeugen, daB dieser Umgebungsbegriff im allgemeinen Falle
ebenso wie in dem von J. v. NEUMANN behandelten Spezialfalle
den vier Hausdorffschen Umgebungsaxiomen geniigt.)

Daher heibt r, sciwache Hdufungsstelle einer Menge M, wenn
jede schwache Umgebung von r, mindestens ein von r, verschie-
denes Element von 2 enthidlt. Eine Menge M heibt schwadiabge-
schlossen, wenn sie alle ihre schwachen Hiufungsstellen enthait.
Eine Folge r, (n=-1,2,3,...) heibt schwadch konvergent gegen das
Element r, in Zeichen i
(13) Limr,=r,

e

wenn jede schwache Umgebung von r von einer gewissen Stelle
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angefangen alle Gheder der Folge r, enthalt. Wie man sich leicht
iherlegt, it der

Satz 2 Fur das Bestehen der Gleichung
(%) Limr, r

noew

vt notwendigr und - hinreichend, dafi fllr jedes beschrdnkte lineare
Punktwonal 1oin W die Gleichung

(14) limLr,  Lr

/,”'/”'

Wie | v, Neumass 6, S, 380, 381 zeigt, mub ein schwaches
Haufungeelement einer Menge nicht schwaches Grenzelement einer
[edfolge der Menge sein.

Wir mussen nun einen Satz aus der Theorie der linearen

wettrchen Kaume (S0 z. B, Hauspowrer 2, S. 306) benltzen, der
folgrendermalien lautet ;

Satse 3 FEs set Woeine beliebige Teilmenge eines komplexen
Imearen metredhen Raumes W ound v, ein Element von ‘N, weldhes
nuhit der tarkabgesdidossenen linearen Hiillle von "D angehdrt. Dann
bt e el mindestens  ein beschrdnktes lineares Funktional L
m Wovon der Beschaffenheit, daf fir v ¢ Lrx - 0 ist, wihrend
/ 0O !

Dueser Satz wird in den meisten Abhandlungen nur fir reelle
hneare metnische Riaume  ausgesprochen und  bewiesen. Aus der
Cnltigrkent des Satzes fir reelle hineare metrische Riume folgt aber
lerchit anch seme Caltigket for komplexe lineare metrische Raume.
Man kann ja jeden komplexen linearsn metrischen Raum auch als
cinen reellen hinearen metrischen Raum betrachten; daher gibt es
anter den Voraussetzungen des Satzes 3 ein  reelles beschrinktes
hneares Funktional R (die Gleichung R (ax) - a (Rx) gilt jetzt nur
fur reelles ay von der Beschaffenheit, dab Rr - 0 ist, wenn 1 in
der komplexen  linearen Holle von 0 enthalten ist, wihrend
Py, O ast Nun setze man

Ly Ry —ilP(ir).
Dann st L ein lineares Funktional von der in Satz 3 geforderien
Beschaffenheit,

Aus Satz 3 folgt sofort der

Satz A Jede schwache Hdufungsstelle einer Menge ‘M gehirt
der starkabgeschlossenen linearen -Hille von ‘M an.

Fuklidische Riume von beliebiger Dimensionszahl 7

Gehdrt namlich r, nicht der starkabgeschlossenen linearen
Halle von 9 an, dann se1 L ein beschrianktes lineares ['unktional
in Wmit Lr 0 ftir r¢ 0 und Lx, + 0. Dann ist fir ¢ = W

iL(x—1x,) !Lx,] + 0;
die Ungleichung
[L(x—1o)| < e

kann daher nicht fur jede positive reelle Zahl ¢ durch ein r €
erfalit werden.

Ein Spezialfall des Satzes 4 ist der

Satz 5. Ist

(13) Limr, - 1,

dann gehort ¢ der starkabgeschlossenen linearen Hiille der Menge
der Elemente ¢, (n-+1,2,3,...) an.

Dieser spezielle Satz wird auch von Banacu 1, S. 134 aus-
gesprochen. Sein Beweis folgt hier einfach aus der Bemerkung,
dab beim Bestehen der Gleichung (13) r schwache Hiufungsstelle
der Menge der Elemente ist, welche in der Folge ¢, (n - 1,2,3,..)
vorkommen, wenn diese Menge nicht nur endlich viele von ¢ ver-
schiedene Elemente enthilit.

Aus Satz 4 folgt ferner der

Satz 6. Jede starkabgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit ist
auch schwachabgeschlossen.

Wir wollen daher von nun an eine starkabgeschlossene linun
Mannigfaltigkeit schlechthin als abgesdhlossen bezeichnen. Ebenso
darfen wir statt starkabgeschlossene lineare Hille* kurz ,abge-
schlossene lineare Hulle* sagen. Satz 6 stellt eine Verallgemeinerung
eines Satzes dar, den E. Scumior 10 far den Hilbertschen Raum
bewiesen hat. (Vergleiche auch ). v. NEUMANN 6, S. 396)

Definition 6. Eine Teilmenge ‘M von R heife schwach-
vollstdndig, wenn sie in der kleinsten starkvolistdndigen Erwei-

terung von N schwachabgeschlossen ist.
(Anmerkung. Die Wore W und
JSchwachvolistindig® werden sonst vielfach in der Literatur in

einem anderen Sinne gebraucht. Wir kommen weiter unten noch-
mals darauf zurtick.)
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volistindig, wihrend einer schwachabgeschlossenen Menge diese : A dag " ‘
Eigenschaft nicht zukommen muB. Aus Definition 6 foigt ferner _ ~ (Man kann daher 3 auch nicht zu eimem komplexen hm
unmittelbar, dab jede starkvolistindige lineare Mannigfaltigkeit - - metrischen Raum R* erweitern, der mit seinem bikonjugierien

auch schwachvollstindig ist. Wir wollen daher von nun an eine
starkvollstindige lineare Mannigfaltigkeit schlechthin als ,vollstin-
dig“ bezeichnen. Ebenso wollen wir die Worte ,starkvollstindige
lineare Hulle* und ,kleinste starkvolistindige Erweiterung* durch
die Worte ,vollstandige lineare Halle* und ,kleinste volistindige
Erweiterung® ersetzen. — In einem vollstindigen komplexen linea-

ren metrischen Raume sind die Begriffe Schwachabgeschlossenheit
und Schwachvollstindigkeit einer Teilmenge und ebenso die Be-

griffe Abgeschlossenheit und Vollstandigkeit einer lineannm
faltigkeit identisch. . TR

Definition 7. Eine Folge x, (n=1,2,3,..)) m“ﬂt
menten von N heife eine schwache Fuudamullll/ l‘l,
wenn fiir jedes beschrdnkte lineare Funktional L in 3

existiert.

Jede schwache Fundamentalfolge ist beschrinkt. Fir ;
lineare metrische Riume ist dieser Satz bekannt; aus ”ﬁ 3 !
tigkeit far reelle lineare metrische Riume folgt lbel' auch
tigkeit fir komplexe lineare metrische Riume: man
statt der Werte der bes hrinkten linearen Pnnm
reelle Teile zu betrachten.

Es kann vorkommen, daB eine schwache Fund )
eines vollstindigen komplexen linearen metrischen M i
schwach konvergiert. Es sei R die Menge der Ni
X3, Xs, .. .) mit |r]= sup ]x.] Dieser komplexe H” metrisc

Raum ist vollswndng ; trotzdem bilden seine Ekmm:.ﬁl(lfmﬂ ‘
r;==(1,1,0,0,...), ts==(1,1,1,0,0,...),... eine schwache Fun-
damentalfoige, weiche nicht schwach konvergiert. Wihrend man b
einen komplexen linearen metrischen Raum stets $o erweitern i
kann, daB jede starke Fundamentalfolge stark konvergiert, gilt von
den schwachen Fundamentalfolgen das Entsprechende nicht. Esgilt
vielmehr der Py stme sl SIS
Satz 7. Ist g, (n=1,2,3,...) eine =
Jfolge eines volistdndigen komplexen Ii :
weldhe nicht schwach konvergiert, dann ist

N - \"nt dm Vel pail

el "D LA

" T" ‘/
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Die Ungleichung (18) sagt weiter aus: ist die hermiteische
bilineare Funktion f(r,n) in einem komplexen linearen Raume R
so beschaffen, dab die hermiteische Form f(r,r) positiv definit
i1, dann kann man X dadurch zu einem komplexen linearen
metrischen Raume machen, daf man :}=lﬁx._r) setzt. (DaB
dann auch die Gleichung (3) erflit ist, folgt aus den Gleichun-
gen (15) und (16).)

Definition 9. Ein komplexer linearer metrischer Raum,
der auf die eben angegebene Weise definiert werden kann, heifie
ein komplexer euklidischer Raum. Die Funktion f(z, v)
heifpe dubei das innere Produkt der beiden Elemente r und v
und werde kurz mit (r, n) bezeichnet.

Spezielle komplexe euklidische Riume sind der n-dimen-
sionale komplexe euklidische Raum (n eine natiirliche Zahl) und
der komplexe Hilbertsche Raum. Nach der Definition des inneren
Produktes besteht aligemein die Gleichung

(19) (r, 1) =%
Ferner folgt aus Ungleichung (17) die Ungleichung
* (20) (r,n) <|r|.|nl,

welche man die Schwarzsche Ungleichung zu nennen pflegt.
Satz 9. Ist ein komplexer linearer metrischer Raum R eukli-
disch, dann st auch seine kleinste vollstindige Erweiterung R*
euklidisch.
Ist ndmlich r®€NR®, p*€N®, 1. €N, 9, €R (n=1,2,3,...),
Ixmv r* und lim y, —y®, dann braucht man, um die Rkllg-

k«u des Satzes 9 einzusehen, nur in R* das innere Produkt durch
die Gleichung

(%, 9°) = .",".'. (r., v.)

zu definieren. e 4 Seidiais.

Satz 10. Zwei Teilmengen M und N komplexer euklidischer
Raume sind dann und nur dann isomorph (Definition 1), wenn
zwischen i und N eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von der
Beschaffenheit hergestellt werden kann, daf in dem Falle, daf den
Elementen x, und x, von M die Ekm..“;.mll"
ordnet sind, stets die Gleichung

(21) (xi, v2) = (9, 9a) eiagni
besteht. ok msh - m

Eukdidische Riume von beliebiger Dimensionszan’ "

Dab die angefthrte Bedingung notwendig ist, foigt aus der

o

2 in 3 —in?
|g+n 1E=9| , ;E T i r .

(r..)= 7 | -l 2 | +18) 2 | -2—‘

dab sie auch llinl!ichend ist, folgt daraus, daf man aus den
Gleichungen (21) mit Hilfe von (19) das Bestchen jeder Gleichung

Satz 11. Zu jedem beschrdnkien linearen Funktioaa_l L eunes
vollstdndigen komplexen euklidischen Raumes ¥ gibt es ein
(und daher auch nur ein) erzeugendes Element, d. h. ein Element
uvon R von der Beschaffenheit, dap fiir jedes Element r von X

(22) Lr=(r,u)

3

Dab Satz 11 fiar endlichdimensionale komplexe eukli.discbe
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Lrt
!:|’

Lr*(L* 2+ (Lr?) <0,

dn0 Lz 0. Damit ist die Gleichung (22) fur den Fall bewiesen,
“ak (o) O st Ist jetzt ¢ ein beliebiges Element von ¥, dann

(u?*r—(r, u)u,u)—0,
nach dem eben Bewiesenen

L{u*r—(r, uyyu) =0,

u*Lr—(r,u)lu 0,
r weil L i

(22 Lx

woe perepnt werden sollte.
Andererseits kann Satz 12 auf beliebige vollstdndige komplexe
curlidische Kaume Ghertragen werden. Es sei L ein beschrinktes
neares Funktional in einem vollstindigen komplexen euklidischen
“aume 3 Dann gint es eine Folge von Elementent, (n=1,2, <
mit r, I (n 1,2,3,...)und lim Ly, — L|. Hierauf sei

fie abgeschlossene lineare Hlle der Elemente r, (n=1, 2, 3,...).
Dann ist die obere Grenze von 'Ly fur r€ 30 und [r| <1 genau
b I Andererseits ist aber 1 entweder ein endlichdimensiona-
«r komplexer euklidischer Raum oder ein komplexer Hilbertscher
f##aum. Daher gibt es nach Satz 12 ein Element u von 9 mit
Lo und Lu  u? Damit ist aber die zu Beginn dieses Ab-
satzes angeflihrte Verallgemeinerung des Satzes 12 als richtig nach-
gewiesen. Aus dieser Verallgemeinerung des Satzes 12 und aus
Satz 13 ergibt sich jetzt sofort der zu beweisende Satz 11.
Definition 10. Eine lineare Mannigfaltigkeit % eines
komplexen euklidischen FRaumes heife reguldr, wenn man jedes
Llement ¢ von W in Bezug auf W in eine Tangentialkomponente t
und eine  Normalkomponente n zerlegen kann, d. h. wenn man zu
jedem Element © von X zwei ebensolche Elemente t und n angeben
kann, so dafs s

(23) F=t4n
ost, v Wi angehdrt und n zu allen Elementen von M orthogonal ist.

(z, u),

Euklidische Riaume von beliebiger Dimensionszahl 3

Zwei Elemente r und n eines komplexen euklidischen Paumes
werden hier orthogonal genannt, wenn (r, n) -—0.'51: dznn ist
wegen (16) auch (n, 1) —0. Es ist klar, dab fir eine Destmmie
lineare Mannigfaltigkeit U eine Zerlegung eines Elements & von
% von der hier betrachteten Art stets hochstens auf cine Wiise
maglich ist. | '

Satz 4. Fiir die Regularitit einer linearen Manmgal.':;r»:" f
N von R ist notwendig, aber nicht hinreichend, daf ' in % ab-
geschlossen sei.

Beweis. Es sei M reguldr, r.cM (n—=1,2,3,...) und
lim r,=r. Dann sei

nesm

(23) r=1t<4+n

die in Definition 10 angefiihrte Zerlegung von r. Aus der Gleichung
limr,=r kann man auf bekannte Weise schlieben, dal auch

e lim (r,, n) = (r, n)
ist. Weil aber nach der Definition von n fiir n»':l,2.3,...
(r.,n)=0 ist, muB auch (r, n)==0 sein. Das ergibt aber zu-
sammen mit (23) die Gleichung r—1, d. h. dab r 2t angehort.
Somit ist M abgeschlossen; damit ist die erste Behauptung des
Satzes 14 bewiesen. ~

Es sei andererseits R die Menge aller Zahlenfolgen r —(x;, X,,--.)

.mduwalmdwgmwlew

R

x.--;- (4 fest) ist; ist auerdem (i, Js, - .-) =09, dann sei

(24) t49=0+N XtYo BtV ---)
(25) ar =(ax,, ax,, ax,...)

und

(26) (r, 9)—2; ES A
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aber nicht reguldr, weil das Element |1, ; r —:;—, : reeel von R
nicht in der Form (23) dargestellt werden kann.

Satz 15. Fur diwe Regularitit einer linearen Mannigfaltigkeit
Ui von W oist hinreichend, aber nicht notwendig, dap ‘W vollstin-
digr set

Beweis. Es werde zundchst angenommen, daf 2 voll-
standig sei. Dann ser v ein beliebiges Element von N. Ist nun p
cinon Mo veranderliches Element, dann stellt (v, r) ein beschrink-
tes hineares  Funktional in ¢ dar. Weil aber 2 ein vollstdndiger

komplexer  euklidischer Raum ist, gibt es nach Satz 11 ein Ele-
ment t von M, so dab fiir n€IW

(22a) (0, r) = (v, 1)
ist. Die Gleichung (22a) sagt aber aus, daB das durch die Gleichung
(22) r-=t+n -

crte Element n von N zu allen Elementen p von Wi ortho-

mal st Damit ist die Regularitdt von 2t bewiesen.

s sei andererseits R die Menge aller Zahlenfolgen r = (x,,
4, %y, .. ) von der Eigenschaft,” dab von einer gewissen Stelle
angefangen x, O ist; ist (y, ys,...) —v, dann seien die Ele-
mente v - o und ar von R und die Zahl (r, y) wieder durch die
Gleichungen (24), (25) und (26) erklirt. In dem so definierten
komplexen euklidischen Raume sei wieder )i die Menge aller
Elemente 1 - (x;, X;,...) mMit X;==X,= X¢="...==0. Dann ist N
zwar reguldr, aber nicht vollstandig.

Es gilt also ftir lineare Mannigfaltigkeiten komplexer eukli-
discher Raume N das logische Schema

Vollstandigkeit — » Regularitdt — » Abgeschlossenheit.
Wenn o vollstandig ist, sind alle drei Eigenschaften miteinander
aquivalent.

Samtliche Ausfiihrungen des § 1 gelten natiirlich auch speziell
fur komplexe euklidische Riume. Man beachte aber, daB in diesem
Paragraphen weder vom Satz 3 noci: von einem derjenigen Sitze
Gebrauch gemacht wurde, welche in §1 aus dem Satze 3 her-
geleitet wurden; denn man kann ja in diesem Paragraphen die
Worte  ,abgeschlossen® und ,vollstindig“, wo sie bisher vorge-
kommen sind, tiberall durch die Worte ,starkabgeschlossen* und
starkvollstandig® ersetzen. Zum allgemeinen Beweise des Satzes 3
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far reelle lineare metrische Riume muf bekanntlich der Wohi-
ordnungssatz herangezogen werden. Aus den bisherigen Ausfiih-
rungen dieses Paragraphen ergibt sich aber fiir den Fall eines
komplexen euklidischen Raumes ein Beweis des Satzes 3, der
ohne Beniitzung des Wohlordnungssatzes auskommt.

Es sei also W eine Teilmenge eines komplexen cuklidischen
Raumes R und r, ein Element von N, welches nicht der stark-
abgeschlossenen linearen Hille von W angehort. Dann gehiort 1
— als Element der kleinsten starkvollstindigen Erweiterung N*
von R betrachtet — auch nicht der (in R* existierenden) stark-

" vollstdndigen linearen Hille von M an. Nach Satz 15 gibt es nun

zwei Elemente t und n von R* von der Eigenschaft, dab
Lo=1t+n

ist, t der starkvollstindigen linearen Hdlle von 2 angehort und
n zu allen Elementen der starkvollstindigen linearen Hiille von 2
orthogonal ist. Dabei muB also n #- 0 und daher auch (r,, n) = [n|* = 0
sein. Ist daher r ein verinderliches Element von N, dann stellt
der Ausdruck (r, n) ein lineares Funktional in 3 dar, welches den
Forderungen des Satzes 3 geniigt.

In den eben vorangegangenen Ausfilhrungen ist auch fol-
gender Satz enthalten :

Satz 16. Ist M eine Tdbuem eines volistdndigen komplexen
euklidischen Raumes R, deren abgeschlossene lineare Hiille nicht
mit R zusammenfdllt, dann gibt es stets mindestens ein vom Null-
element verschiedenes Element von R, veldua 2zu allen Elementen
von M orthogonal ist.

Fir unvollstindige komplexe euklldhdne Raume mub dieser
Satz nicht gelten. Es sei R der komplexe euklidische Raum,
welcher im zweiten Teile des Beweises des Satzes 15 betrachtet
wurde, und M die Menge aller Elemente 1= (x,, X, X;,...) von

ann‘i’.—’;'--o.omumminumm lineare
Mannigfaltigkeit, die nicht mit % zusammenfallt. Trotzdem gibt es

~ kein vom Nullelement verschiedenes Element von R, .welches zu

allen Elementen von i orthogonal ist.

Dagegen gilt die Umkehrung-des Satzes 16:

20ibt es zu einer Teilmenge M eines komplexen euklidischen
Raumes R ein vom Nullelement verschiedenes Element t, von R,
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welches zu allen  Elementen von 1% orthogonal ist, dann fallt die

abpeschlossene lineare Hiille von Y% nicht mit ® zusammen.*

fur beliehige (vollstindige oder nicht vollstandige) komplexe eukli-

tische Raume. Unter den hier gemachten Voraussetzungen kann
mhch offerbar das Element r, selbst der abgeschlossenen line-
:n Hille von 1% nicht angehbren.

Wir haben in § 1 ein Beispiel fur die Maglichkeit angege-
nen. dab eine schwache Fundamentalfolge eines vollstandigen
voomplexen linearen metrischen Raumes nicht schwach konvergiert.
bin solcher Fall kann in einem vollstindigen komplexen euklidi-

hen RPaume nicht eintrasten, sondern es gilt der

Satz 17. In einem vollstindigen komplexen euklidischen Raume

¢ jede chwache Fundamentalfolge schwach konvergent.

Jeder volistandige komplexe euklidische Raum ist also auch

Sinne von Maziuk 4 schwachvollstandig.
Beweis BEsseir, (m1,2,3,...) eine schwache Funda-
cntalfolge des vollstandigen komplexen euklidischen Raumes K.

-

. Defimtion 7 existiert also fiir beliebiges p<X lim (r,, p).
noen
[Jac=elbe gilt daher auch von lim (v, r,). Der letztere Ausdruck

noen
it aber ein lineares Funktional in p, welches wegen der Be-
hranktheit der Folge r, selbst beschrdnkt ist. Also gibt es nach
Satz 11 ein Element r von i von der Beschaffenheit, da5 fiir alle p

lim (y, r,) =19, 1)
oder v
(27) lim (r,, v) ~ (r, )

ist. Aus (27) folgt aber wegen der Satze 11 und 2 die Gleichung
(13) Limzg,=1.

Damit ist Satz 17 bewiesen.

Aus Satz 17 folgt der alligemeinere

Satz 18. Ist eine Teilmenge 2N eines (vollstindigen oder nicht
vollstandigen) komplexen euklidischen Raumes schwachvollstindig,
dann gibt es zu jeder schwachen Fundamentalfolge x, (n~=1,2,3,...)
von W ein Element ¢ von i mil

(13) Lim g, =7,

" oem

Der Beweis dieses Satzes, der ein Gegenstiick zur Definition 4
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darstellt, ergibt sich unmittelbar aus Definition 6 und zus ~a z 17.
Aus Satz 17 folgt ferner, dab man einen komplexen cui 're'z
Raum, in dem nicht jede schwache Fundamentalfolge &h. ch kon-
vergiert, zu einem komplexen euklidischen Raume ervcitern ‘unr,
inn dem jede schwache Fundamentalfolge schwach konvergicr:. (\er-
gleiche dagegen Satz 7!)

Satz 19. Dafiir, dap eine Folge r, (n—1,2.3, |, vn
Elementen eines komplexen euklidischen Raumes W eine <chwache
Fundamentalfolge sei, ist notwendig und hinreichend, daf erstens die
Girenzwerte -lil!l(l,',, L) (k=1,2,3,...)alle existieren und zweitens

die Folge der Zahlen |r,| beschrénkt sei.

Dab die beiden hier angefiihrten Bedingungen fiir die Eigen-
schaft der Folge r,, schwache Fundamentalfolge zu sein, notwendig
sind, ist fast unmittelbar klar. Beim Beweise, daB diese Bedin-
gungen auch hinreichend sind, kann man ohne "Einschrankung
der Aligemeinheit annehmen, daB R vollstindig ist; es ist namlich
offenbar die Folge r, dann und nur dann in X schwache Fun-
damentalfoige, wenn sie in der kleinsten vollstindigen Erweiterung
von R schwache Fundamentalfolge ist. Wir wollen also annehmen,
es sei N volistindig. Nun folgt aus der Existenz der Grenzwerte
.lifl(t.. n) (k=1,2,3,...), daB auch lim (r,,p) stets existiert,

~wenn y der linearen Hille der Elemente r, (k= 1, 2, 3,...) ange-

hort. Es sei jetzt y ein Element der abgeschlossenen linearen Hiille
der Elemente r, (k=1,2,3,...) und g eine positive obere Schranke
-fir die absoluten Betrige dieser Elemente. Dann kann man fiir .
jedde positive Zahl ¢ ein Element y* der einfachen linearen Hille
der Elemente r, finden, so daf

lo—nl<“

ist. Sind andererseits die natiirlichen Zahlen m und n groBer als
cime geeignet gewdhite Zahl, dnnnmwegeudet bereits festge-
steliten Konvergenz von (r, o )flrn-eo

. |(c., 9°)— (., ‘)|<—'

und daher -
1¢.. 9)— (5., 9)| = |[(x., 9°) —(xa, n‘)l+(x.—:.. v—ﬂls

S'(’n ") (K-- .)I+(l:-|+|t-|)l.-ﬂ<7+ 2‘ _"-.'

4
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Also existiert lim (r,, v) auch stets, wenn p der abgeschlossenen
L

linearen Hulle der Elemente r, (k- 1,2, 3,...) angehort. Ist end-
hch noein beliebiges Element von 9, dann gibt es wegen der
Vollstandigkeit von X und nach Satz 15 zwei Elemente t und n
von W, so dal die Gleichung
n t-+n
besteht, 1 der genannten abgeschlossenen linearen Hiille angehort
und 1 zu allen ihren Elementen orthogonal ist. Dann ist aber fir
n B
(., 9)=10.., 1)
dieser Gleichung tolgt aber, dab lim (r,,v) fiir beliebiges
" oer

li existiert. Zusammen mit Satz 11 bedeutet das die Richtigkeit
fer Behauptung, dab die Folge x, (n— 1, 2,3,...) eine schwache
Fundamentalfolge ist.

Satz 20. Sind v, (n 1,2,3,...) und r Elemente eines
tomplexen  euklidischen  Raumes, dann ist fiir das Bestehen der
(ilewchung

(13) timry =¢

notwendig und hinreichend, dafs erstens die Gleichungen
(25) lim(r,, r,) ~(x, 1) o 3,23 4:2)
und

(29) lim(r,, r)  (xr, 1)

bestehen und zweitens die Folge der Zahlen 'v,| beschrinkt sei.
Dal die angefiihrten Bedingungen notwendig sind, ist wieder
unmittelbar klar. Beim Beweise, dab sie auch hinreichend sind,
kann man sich wieder auf den Fall beschrdnken, daf R vollstin-
dig ist. Dann folgt aus den Gleichungen (28), aus der Beschrankt-
heit der Folge Ir,| und aus den Sitzen 19 und 17, daB diese
Folge v, jedenfalls schwach konvergiert. Es werde Lim r,=r*

ne®
gesetzt. Dann folgt aus (28) (r*—r,1,) =0 und daher durch
nochmaligen Grenzilbergang

(*—r, t*)—0.
Andererseits folgt aus (29)
(x*—r,r)—0.
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Durch Subtraktion beider Gleichungen erhdlt man die zu bewei-
sende Gleichung r*==r.

Satz 21. Jede beschrinkte unendliche Menge ) eines kom-
plexen euklidischen Raumes enthdlt mindestens eine schwache Fun-
damentalfolge.

Beweis. Man greife aus MM zunichst irgendeinc Folge
r, (n=1,2,3,...) heraus. Dann sind die Zahlenfolgen (r_, r.)
(k=1,2,3,...) alle beschrinkt. Daher kann man unter Anwen-
dung des Diagonalverfahrens (vgl. z. B. F. Riesz 8, S. 57) aus
der Folge r, (n=1,2,3,...) ein Teilfolge r., (2=1,2,3,...) von
der Eigenschaft herausgreifen, daf die Grenzwerte lim (., r.)

(k=1,2,3,...) alle existieren. Dann existieren insbesondere alle
Grenzwerte lim (r.,, Ia,) (8=1,2,3,...). Da andererseits die r.,

Elemente der beschrdnkten Menge I sind, bilden sie nach Satz 19
eine schwache Fundamentalfolge. Damit ist Satz 21 bewiesen.
MAZUR 4 nennt eine unendliche Menge I von Elementen
eines (reellen) linearen metrischen Raumes schwachkompakt, wenn
jede aus M herausgegriffene Folge mindestens eine schwache
Fundamentalfolge enthdlt. Mit dieser Benennung kann man daher
Satz 21 auch so aussprechen:' in einem komplexen euklidischen
Raume ist jede beschrdnkte unendliche Menge schwachkompakt.
Satz 22, f(r) sei eine reelle Zahl, welche Funktion des Ele-
mentes ¢ eines komplexen euklidischen Raumes ist, welches 'in einer
beschrdnkten und in bezug auf die schwache Konvergenz perfekten
Menge ‘W verdnderlich ist. Ist dann f(r) in M dberall in bezug
auf die schwache Konvergenz stetig, dann besitzt f(xr) in M eine
endliche obere Grenze g und es gibt auch mindestens eine Stelle
von M, an welcher f(x) den Wert g wirklich annimmt.
: Dieser Satz ist eine Veralligemeinerung des von HILBERT 3,
S. 200 ausgesprochenen Satzes. DaB die Menge I in bezug auf

* - konvergenten Teilfolge von r ver-
schiedener Elemente von M ist. DaB f(r) in M Gberall in bezug
auf die schwache Konvergenz stetig ist, soll bedeuten, daf aus
LR (1=1,2,3,...) und Limg,=x Voraussetzung gilt

also ¢ €M) stets lim f(r.) —/(z) folgt. -
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Beweis des Satzes 22 Es sei g die endliche oder un-
endliche ohere Grenze von f(r) in 2. Dann gibt es also eine
Folge r. (n -~ 1,2,3,...)mit £, und lim f(r,) £ Diese Folge

t beschrankt, weil die Menge Ui beschrankt ist. Es gibt daher
h Satz 21 eine Teilfolge r., (2 1,2,3,...) dieser Folge,
welche schwache Fundamentalfolge ist. Diese Teilfolge konvergiert
aber nach der Gber Ui gemachten Voraussetzung schwach gegen
o0 bestimmtes Element r, von . Wegen der tiber f(r) gemach-
en Voraussetzung mub daher g endlich und f(r,) £ sein.

Aus Satz 20 folgt speziell (siche Satz 17) dab jede beschrankte
unendliche Menge eines vollstandigen komplexen euklidischen Raumes
mindestens eine schwach konvergente Teilfolge enthdll. Es gilt dsher
crst recht der Satz: jede beschrinkte unendliche Menge eines voll-
tundigen komplexen euklidischen Kaumes besitzt mindestens eine
chwache Hdufungsstelle.

Detinition 11. Ein linearer Operator B in einem komplexen
cuklidischen Paume W heifie zu dem linearen Operator A in R
udjungiert, wenn fir beliebige Elemente r und vy von X
(30) (Ar,n) (r, By)

il

Zu einem linearen Operator A in X kann es offenbar hoch-
stens einen adjungierten linearen Operator geben. Diesen zu A
adjungierten linearen Operator wollen wir, wenn er existiert, stets
mit A* bezeichnen. Wie man auf dieselbe Art wie im endlich-
dimensionalen komplexen euklidischen Raume und im komplexen
Hilbertschen Raume leicht schlieben kann, folgt aus der Beschrankt-
heit von A die Beschranktheit von A* und die Gleichung
(31) |A®] = |Aj

Definition 12. Ein linearer Operator A in R heife selbst-
adjungiert, wenn A* existiert und mit A identisch ist.

Satz 23. Ist N vollstindig, dann existiert zu jedem be-
schriinkten linearen Operator A in R der adjungierte lineare Ope-
rator.

Beweis. Wenn A beschrinkt ist, dann ist (Ar,p) ein
heschrinktes lineares Funktional in r. Es gibt daher nach Satz 11
2 jedem p genau ein Element w von R, so daB for alle ¢
(Ar,n)  (r, u) ist. Dieses Element u ist aber offenbar eine lineare
Funktion von .

e 8.

§ 8
;
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Definition 13. Ein linearer Operator E in % heige ein
Einzeloperator, wenn er selbstadjungiert ist und der Gleiching
(32) E*=E
geniigt.

- Ist M die lineare Mannigfaltigkeit aller Elemente von % von
der Form Ev, dann ist 2% regular und in Gleichung (23) ist
t=FEr und n—=r—Er zu setzen. Da somit stets E: — 'r ist,
ist jeder Einzeloperator beschrinkt. Umgekehrt gibt es zu jeder
reguldren linearen Mannigfaitigkeit i genau einen Einzeloperator,
der mit 1 in der hier auseinandergesetzten Beziehung steht.
Samtliche von ]. v. NEUMANN 5, S. 74 bis 78 tber Einzelopera-
toren (dort ,Projektionsoperatoren*) abgeleiteten Satze lassen sich
auf beliebige komplexe euklidische Raume dbertragen; gewisse
dieser Satze sind allerdings nur unter der Voraussetzung der Voli-
standigkeit des Raumes richtig. Ein spezieller Einzeloperator ist
die Identitit (der Einheitsoperator, die Einheit); diese wollen wir
ebenso wie . v. NEUMANN 5 mit | bezeichnen.

Definition 14. Ein Einzeloperator E(i) in R, der von
einer reellen Verdnderlichen A abhdngt, heipe eine Zerlegung
der Einheit, wenn erstens filr i<p und beliebiges 1 stets

(33) (E(A)r, 1) = (E(w)r, 1)
ist und 2weitens fiir beliebiges ¢

(34) ‘liln (E(A)r, 1) =(x, 1)
und o

(35) Jim (E()r, 1) =0
ist.

Definition 15. /st ein Polynom P(i) durch die Gleichung
P(Q—‘Z:c.l‘
und A ein linearer Operator in einem komplexen linearen

R, dann soll unter P(A) der lineare Operator in R ver-
werden, welcher darch die Gleichung

Py=3 e
=1, A= A1A)

L
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Satz 24 Cienigt emn selbstadjungierter linearer Operator A
7 cinem  Fomplexen  euklidischen Raume K fir beliebige x vom
; ! Futrage Eins der Ungleichung
a- (Ax,r)- b
(4 mul reell seiny und geniigt das Polynom P(4) mit reellen
Koo fwnten fur a4 b der Ungleichung P(Z) 0, dann ist fir

(FiA)r,r) 0.
[)ower Sutz kann aligemein ebenso  bewiesen werden, ‘ie
vr2 9, S 32 und 33 fur den speziellen Fall des kom-
Hoereonen Raumes bewiesen hat. Aus dem Umstande,
Satz tur beliemge komplexe euklidische Raume gilt,
run ohne weeres. dzL man nach Angabe eines be-
i -tadjungienten linearen Operators A in einem voll-

soen komplexen eukhdischen Raume R jeder fir @~ 4- b

crten recilen Funkton f(2), welche in diesem Intervalle be-

cot et und Crenzfunktion einer monoton nicht abnehmenden

woe von Polynomen ist, auf die von F. Riesz 8 und 9 aus-

cnaerpesetzte Werse eindeutig einen selbstadjungierten linearen

Cpecaror f04) an K zuordnen kann; dasselbe gilt dann auch von
r Initerenz zweer lunrtmnu. der betrachteten Art.

Von nun o oan soll in diesem  Paragraphen unter ) stets ein
(tandiger komplexer cuklidischer Raum verstanden werden. Es
Lonun die bishenige Definition des  linearen  Operatores in i

turh foluende allpemeinere Defimtion ersetzt werden :

[yetinition 16 Unter einem linearen Operator in X ver-
Wl muan cine lineare  Abbildung von einer in W iiberall dichten

Linearen Mannigfaltyzkeit = in dem KRaum N
e Ausdrucksweise = ist in W (berall dicht* soll dasselbe
cdeuren wie L die abgeschlossene lineare Hiille (es wiirde hier
centipen zu sapen: die abgeschlossene Hille) von 2 fdllt mit R
2usammen® -

l<t A ein linearer Operator in N und ist die lineare Mannig-
faltigkeit derjenigen o, fiir welche (Ar, v) ein beschrdnktes lineares
I anktional imesast, in N ebenfalls tiberall dicht, dann wollen wir
t0r diese o den zu A adjungierten linearen Operator A* definieren
und unter A*n dasjenige (nach Satz 11 existierende und eindeutig
bestimmte) Element w von N verstehen, welches fiir alle re M

der Gleichung

Euklidische Raume von beliehizer [imern<i <22 23

(Ar, v) = (1, u)
geniigt. Auch ein linerarer Operator { 1 diesem 2lromonoren
Sinne soll selbstadjungiert heifen, wenn A* existior o ! h A
ist. — Ein linearer Operator A soll mit einem  Gherz - )
linearen Operator B vertauschbar heilen, wenn fir y

welches Ar Sinn hat (d. h. r der in Definiton 16 gonarneen 1.
nearen Mannigfaltigkeit = angehort) auch A(FHo) S
gleich B(Ar) ist.

Satz 25. (Zerlegungssatz von F. Riesz.) Zu jo- t-
adjungierten linearen Operator A in % gibt s ein.n wni nuroimon
Einzeloperator E, in X von folgenden Eigenschafton :

1. E, ist mit A und mit allen mit A vertauschbaren e chruni -
ten, iberall sinnvollen Operatoren in ¥ vertauschbar.

2. Es ist fiir alle x, fiir welche Ar Sinn hat,

(39) (E,Ar,r)- 0
und
(40) ) (1—E,Ar, r) 0.

3. Aus Ar - O folgt E,x 0. ;

Der Beweis dieses Satzes kann allgemein ebenso gefiihrt
werden, wie ihn F. Rigsz 9, S. 31 bis 44 fiir den Spezialfall des
komplexen Hilbertschen Raumes gefiihrt hat.

A Satz 26. s sei E(4) eine Zerlegung der Einheit. (Defini-
tion 14.) Wenn das Integral
= )

| 22d (E Giyx, )

endlich ist, so gibt es immer genau ein 1*, so daf fiir alle »

-®

(41) (*, 0) = | Ad(E(A)1, 1)

is_l. (Das Integral rechts ist absolut konvergent.) Wir definieren fiir
diese v eine Funktion Ar und zwar durch Ar—r* (r.r*, v sind
Elemente von %.)

. Dann ist A ein selbsladjungmter linearer Operator in R und
Jeder selbstadjungierte lineare Operator in R kann mit Hilfe einer
Zerlegung der Einheit auf diese Weise erzeugt mden. Durch die
Zusatzfordemng, es solle stets

JNim (E (), 1) = (E(Ar, 1)
sein, ist diese Zerlegung der Einheit auch eindeutig bestimmt.
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Dieser Satz kann aligemein ebenso bewiesen werden, wie
ihn J. v. Neumany 5 und F. Riesz 9 for den speziellen Fall des

Euldidische Riume von beliebiger Dimensionszanl -3

adjungierten linearen Operator A in X stets eine endliche cuer
unendliche Folge von Elementen ¢, von % und eine zugenings

xomplexen Hilbertschen Raumes bewiesen haben. Geniigt die Zer- Folge reeller Zahlen 4, gibt, weiche folgenden Glechung=n g2-

legung der Einheit E(i) der zuletzt genannten Forderung, dapn nigen :
ist E(4) der riach Satz 25 bestimmte Einzeloperator E,, weicher 3) (Ce)_\O far k=1
zu cdem selbstadjungierten linearen Operator A— 4.1 gehort. ™ far k=
Ist E(4) eine Zerlegung der Einheit, dann gibt es Einzel- (44) lim 4, =0 (wenn eine unendliche Folge vori=g)
operatoren (i(4), so dab stets et =
(42) (Gliye, ) “T r(E(’,t" x)— Iim (E(p) £, ) (45) - Ar- .Z A, €z, 0) .

ist. [ne Menge der Stellen 4, fur \velche G(i) 0 ist, heibe das
Funktspektrum und die gemannten Stellen 4 selbst die Punkt-
cigenwerte des zugehorigen selbstadjungierten linearen Operators A.
Das Punktspektrum eines selbstadjungierten linearen Operators A
o enem heliehigen vollstindigen komplexen euklidischen Raume
mufi nicht abzdhlbar sein. Y

Definition 17 Ein linéarer Operator A in einem kom-
plezen euklidischen Faume heife vollstetig, wenn die Gleichung

Aueh die von J. v. Neumann 5, S. 115 und 115 unl 6,
S. 410 bis 412 ausgesprochenen Satze Gber die Spektrzizeriegung
sogenannter normaler Operatoren gelten fir beliebige vollsiandize
komplexe euklidische Riume. Die in den genannten Abhandiun-
gen gefahrten Beweise lassen sich namlich fast ohne Anderung Jes
Wortlautes auf unseren aligemeinen Fall Gbertragen.

§3 Beweis weiterer Stze Giber komplexe euklidische

i3 Lime, ¢ Riume unter- Anwendung des Wohlordungssatzes.

ety Einen volistindigen komplexen euklidischen Raum ¥ kann
lim Ar, - At man auf folgende Weise definieren. Man verstehe unter den Ele-

nach swch zieht. o menten von R die komplexwertigen Funktionen g(u), deren Ar-

gument u die Elemente irgendeiner Menge R durchiduft; dabei
soll jedoch ¢(u) nur far hochstens abzahibar viele solche Eiemente
von Null verschieden sein, und wenn &, (n=1,2,3,...) Ele-
m&m!mwmﬁﬂhlzm(n——-l

..) ¢(u) =0 ist, dann soll auBeruem die unendliche Reihe
i3t dann und nur dann vollstetig, wenn

Die S-—c zweier solcher Funktionen
I. A kein Streckensprektrum besitzt, d. h. aus G(i)r — O fir - 2#""-"——""""""“

alle 4 ¢ 0 folgt; unduﬁm*nnﬂam-ﬁmmﬂxm

2. die Menge der Punkteigenwerte entweder endlich ist oder huma-nvwmmw‘.h&k“m_cm
zwar unendlich ist, aber nur die einzige Haufungsstelle Null besitzt daher die Summe zweier Elemente von R und e eines
(in diesem Falle mub diese Menge daher abzahlbar sein) und Elementes von R mit einer komplexen Zahl durch die Festsetzung

3. die linearen Mannigfaltigkeiten, weiche zu den Einzelope- definieren, dab diese Operationen mit den Werten der betreffenden
ratoren (i(4) (4 + 0) gehdren, endliche Dimensionszahlen besitzen. Funktionen @(u) ausgefihrt werden sollen. Sind ferner 1 — {¢ (u)}

Auch dieser Satz kann aligemein ebenso bewiesen werden und y = {p(u)} zwei Elemente von R und ist fir u+u, (m—1,
wie for den Hilbertschen Raum. (HiLsesr 3, S. 201 bis 203.) Aus 2,3,...) 9(u) =0 und w(u)=0, dann soll das innere Produkt
dem Satzen 26 und 27 folg, dab es zu einem vollstetigen selbst- (x, v) der beiden Elemente r und » durch die Gleichung

(In der Literatur kommen auch andere Definitionen der Voll-
stetigkeit eines linearen Operators in einem linearen metrischen
Paume vor; diese sind aber im Falle eines euklidischen Raumes
unserer Definition 17 Aquivalent.)

Satz 27. Ein selbstadjungierter linearer Opérator A in R
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(46) (r,0) — > q(a)wia,)
n ]

definiert werden; es ist namlich leicht einzusehen, daf die auf
der rechten Seite von (46) stehende unendliche Reihe absolut
konvergiert. Man kann unschwer erkennen, daB durch die vor-
stehenden Festsetzungen wirklich ein komplexer euklidischer Raum
fefiniert ist. Ebenso kann man erkennen, daB dieser komplexe
cuklidische Raum auch volistandig ist; man muB nur beachten,
‘al eimerseits die Vereinigungsmenge abzihlbar vieler abzihlbarer
Mengen wieder abzdhlbar ist und daB andererseits der komplexe
Hilbertsche  Raum  volistandig ist. Die Elemente von R von der
Eigenschaft, daB an einer einzigen Stelle w, ¢(u)— 1 und sonst
r(u) O ist, bilden ein System paarweise orthogonaler Elemente

vom absoluten Betrage Eins. Ist daher die Menge % weder endlich
noch abzahlbar, dann ist W sicher weder ein endlichdimensionaler
«omplexer euklidischer Raum noch ein komplexer Hilbertscher
i¢aum. — Komplexe euklidische Riume R, die dquivalenten Men-
“wen Nentsprechen, sind offenbar isomorph. — Den Fall, daB %

fie. Menge der reellen Zahlen ist, behandelt J. v. NEUMANN 7,
S. 37 und 38.
Definition 18 /st R eine heliebige Kardinalzahl, dann soll
i vollstandiger komplexer euklidischer Raum Ry folgendermapen
definiert werden : man setze irgendeine Menge N von der Mdchtig-
keit R fest und ordne hierauf dieser Menge auf die eben beschrie-
hene Art einen vollstindigen komplexen euklidischen Raum zu.
Dieser vollstindige komplexe euklidische Raum soll Ry heifen.
Y« ist speziell ein endlichdiniensionaler komplexer euklidi-
scher Raum, wenn R eine endliche Kardinalzahl, und der komplexe
Hilbertsche Raum, wenn R die Méchtigkeit der abzahlbaren Men-

gen st v
Definition 19. Unter einem vollstdndigen normierten Ortho-
gonalsystem  von * Elementen eines vollstdndigen komplexen eukli-
dischen Raumes N verstehe man eine Menge S von Elementen ¢
von N von folgenden Eigenschaften : ;
1. es ist stets |e¢| =1; y i d
2. flir o, €M, e € M, ¢ 4 ¢y st (e,, &) =0 und :
3. es givt kein vom Nullelement verschiedenes Element von R,
welches zu allen ¢ orthogonal ist, e ET

Euklidische Riume von belicbiger Dimensionszahi. e

In einem Ry bilden die bereits betrachteten Funktiuneﬁ ¥ \i‘u:'
welche fiir ein Element von % gleich Eins und sonst gleich Nu
sind, ein vollstindiges normiertes On.hogonalsystem. . -

Satz 28. In jedem volistindigen _ kcmplexe(: efl (; 1;() r
Raume gibt es mindestens ein vollstdndiges normiertes Orthogo-

na“”g:'\'weis. Man ordne jeder Teilmenge M von N a‘us-
gezeichnetes Element ein Element r(3M) von I unter f T!ﬁrcn'dhctr
einschrinkender Bedingung zu: wenn es Elemente von . .glpn.
welche den absoluten Betrag Eins haben und. zu allen [:lrumn‘:l
der Komplementarmenge von I orthogonal smd.. dann sun_ (I )
ein solches Element sein; andernfalls darf r(M) ein hcllehlgea
Element von % sein. Es gibt dann genau eine Wohlordnung von
% von der Eigenschaft, daB jedes Element r das aqsguenchncxc
Element der Komplementarmenge des durch r bestimmten Ab-
schnittes ist. Ist in dieser Wohlordnung r, das erste Elgn!em.
welches nicht die Eigenschaft hat, den absoluten Betrag f.m.~ zu
besitzen und zu allen seinen Vorgdngern onhogf)nal zu sein, dann
ist der durch r, bestimmte Abschnitt offenbar ein wohlgeordnetes
volistindiges normiertes Orthogonalsystem von :R: . :

Satz 29. Ein volistdndiger komplexer euklidischer Raur.n ’m
die vollstdndige lineare Hillle jedes seiner vollsidndigen normierien
Oﬂhog:a"ys&wmk{',su'diem Satfs'iﬁi'bt/ sich unmittelbar aus dem
s.mslf.tz 30. Besitzen zwei volistdndige konplexe.eukl:d:sc:e
Rdume volistdndige normierte Orthogonalsysteme von gleicher Mdch-

sie isomorph. .

uzu”'B:‘::i:MNach Satz 10 sind diese beiden vollsllnmg;:
normierten Orthogonalsysteme isomorph, nach den Satzen 1 u
29 daher auch die Riume selbst.

Ein Spezialfall des Satzes 30 ist der
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herstellen kann. Man steile zunachst eine eineindeutige Zuordnung
zwischen dem  vollstandigen normierten  Orthogonalsystem von
.r..r: der friher betrachteten Menge X her. Dasjenige Element des
vollstandigen normierten Orthogonalsystems von K, welches dabei
dem  Element u von % zugeordnet 1st, mage ¢(u) heissen. Das-
jenige Element von K, dessen zugehdrige Funktion ¢(u) an der
stelle 4 - u, gleich Eins und sonst gleich Null ict, mage i(u,)
neilen. Nun ast durch die Festsetzung, dat dem Element c(ﬁ)
con i odas Element *(u) von Ky zugeordnet sein soll, eine unitire
“obildung zwischen X und Y, eindeutig bestimmt. Man hat nam-
| A jeder Linearkombination endlich vieler e(u) die entsprechende
L. neareombination  der *(u) zuzuordnen. [st aber r ein beliebiges
:."rr ent von M, dann 1ot ¢ starkes Cirenzelement einer Folge von
Lineareumbinationen endiich vieler «(u) ; die entsprechenden Linear-
cuntinationen der “(u) biden dann eine starke Fundamentalfolge,
welche wegen der Vollstandigkeit von R, gegen ein Element o
dn My stark konvergiert) dieses Element o ist davon unabhiangig,
wiithe gegen rostare eonsergente Folge von Linearkombinationen
sndiich vieler «fu) man gewahit hat: dieses Element n von K,
mul dem Element © von K zugeordnet werden.

It g fu) die Fun<on, durch welche das Element 5 von Hy,
definiert ist, und st f0r w:u, (n -1,2,3,...) g(u) 0, dann
1t offenbar b

[

137’ ‘ 9 (”_, i(u.).

"

L 3

#6 das. Summenzeichen im Sinne der starken Konvergenz zu ver-
stehen ist. Daher it diesem o das Element r von R zugeordnet
welches durch die Gileichung '

e

(4%) r .\_ q(u,)elu,)
pepeben ist. Andererseits hat man offenbar
(44) . (o, itu))  q(u),

daher 15t auch i

(%4 ' (r, elu))  g(u)

und man erhidlt auf Grund von (48) den

Satz 32. Ist 1 ein vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem
eines volistdndigen komplexen euklidischen Raumes R und y ein

Euklidische Riume vom beliehiger [imensinszar Zs
beliebiges Element von R, dann sind von den Zahien (- . mv
s At hichstens abzdhlbar viele von Null verschiecen [0 aciter

e. MR (0==1,2,3,...) und (g, ¢)=0 flr o<1 n 2
3,.. ), dann ist
(51) r= > (z, 2.) e,

e
LI

wobet dus Summenzeichen im Sinne der starten FKor.icroor
verstehen ist.

Diesen Satz kann man fbrigens auch unabhangy
friheren Uberlegungen nur unter BenGtzung des Satze. 22
der Definition des volistandigen komplexen euklidiscnan Faumes)
beweisen. Sind namlich e, (n=1,2,..., p) endlich vicle Eermente
von i, dann ist

P, P, -
(52) 2 (r,e)t+ t— 2D (k, e)ei=t?
n 3 =1
und daher
,0
(53) D'ile, e )t 1k
=3

Aus (53) folgt, dal von den Zahlen (r.e¢) mit ¢=I0 hachstens

abzahlbar viele von Null verschieden sein konnen. Ist weiter

et (n-1,2,3,..) und (r,e)=0 for ecdM, ¢ =¢, (n=1,

2,3,..), dann ist wegen (33) die unendliche Reihe > (r,¢,)*
1

konvergent und es bilden daher die Elemente i; (r,e)e. (p— 1,

2,3, ...) eine starke Fundamentaifolge ; diese mub daher wegen der
Volistandigkeit von % stark konvergieren. Wird ihr Grenzelement

mit O (r, ¢,)e, bezeichnet, dann ist r— 2; (r,e)e zu allen
w1 "
Elementen von I orthogonal ; also mub

r —2.| (r,e)e,—=0

sein, d. h. die in Satz 32 behauptete Gleichung (51) besteht.
Aus diesem so unabhingig von den friheren

bewiesenen Satze 32 ergibt sich auch ein neuer Beweis des

Satzes 11. Es sei L ein beschranktes lineares Funktional in % und

es seien wieder ¢, (1==1,2,...,p) endlich viele Elemente des
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vollstindigen  normierten Orthogonalsystems % von R Dann ist
U

L : (Le,)e, >iLe,?
n i Fosemy

und daher

: le ? /. l (Le))e, / 2 \.‘[.(‘Ns.

(54 S Lot g2

Hunllt‘ sind von den Zahlen Le mit ¢ 9% hoschstens abzidhlbar viele

von Null verschieden ; ist ¢ ¢ 9 fiir n 1,2,3,... und fiir c €M

) (n—1,2,3,...) Le 0, dann ist die unendliche Reihe
N - .

— L 7 konvergent und daher die unendliche Reihe _\_ (Le,)e
1

"

stark konvergent. Man setze
(55) : (Le))e, .
" I
Ist jetzt v irgendein  Element von N, dann kann man ohne Ein-
schrinkung  der  Allgemeinheit annehmen, dab  fiir cE€EM, e toe
(m1,2,3,...) (r,¢) 0 und daher -
(51) r—'(re)e,
" !
ist. Dann ist aber
Le- L ;; (,e)e,— D (r,e)lLe,;
" w1

es st aber nach (51) und (55) auch

(r, u) :' (r,¢,)Le,.

Also st | -

(22) Lr- (r,u).

wie i Satz 11 behauptet wird. (Der in §2 gegebene Beweis des
Satzes 11 hat gegeniiber diesem Beweise den Vorzug, dab er
ohne Bentitzung des Wohlordnungssatzes auskommt.)

Wir haben in Satz 31 festgestellt, dab jeder vollstandige
komplexe euklidische Raum W einem My isomorph ist. Ich be-

Euklidische Riume von beliebiger Dimensionszan!

haupte nun, dab jedes N auch nur einem My isomorph .t Um
das zu beweisen, geniigt es offenbar, folgenden Satz zu bewesin

Satz 33. Zwei verschiedene vollstindige normierte (r:
nalsysteme eines volistindigen komplexen euklidischen Fuur: .
haben stets die gleiche Mdchtigkeit.

Beweis. Es seien Wi und M'* zwei vollstandige normierte
Orthogonalsysteme von . Ist ¢ ein Element von Wi, dann
von den Zahlen (¢, ¢’) mit ¢* €' hichstens abzihibar vi
von Null verschieden; ist ¢ <™ fiirn  1,2,3,... und st tur

MEMY, Mt (n=1,23,...) (¢, *)-=~0, dann ist (ver-
gleiche (51))

w

(56) 2 (e, er)t=1.

Aus (56) folgt, daB bei festem ¢ <IN von den Zahlen (¢, ¢ )
mit ¢?€M? mindestens eine von Null verschieden ist. Man kann
nun in ganz entsprechender Weise schlieBen, daf auch bei festem
e?eM? von den Zahlen (¢, ¢®) mit ¢ €M mindestens eine
von Null verﬂlieden ist. Jedes Element ¢* von i kommt daher
mindestens in &ner der oben betrachteten Folgen ¢, (n  1,2.3,...).
welche den Elementen ¢ von 2™ zugeordnet sind, wirklich vor.
Also ist M® die Vereinigungsmenge einer mit "’ dquivalenten
Gesamtheit abzahlbarer Mengen. Sind also R und N die Mich-
tigkeiten von M™ und. W™ und ist W, die Michtigkeit der ab-
zdhlbaren Mengen, dann ist

BT - ) R < KR,

Man kann nur’ annehmen, daB 8jc Mengen M und W™ unend-
lich sind, weil fiir den entgegengesetzten Fall Satz 33 als bekannt
angesehen werdpn kann. Fir jede unendliche Kardinalzahl W ist
aber 0 . 2

(58) ) NN

(S. z. B. F. HAUSDORFF, Mengenlehre, 1. Auflage (Leipzig, 1914),
S. 127 oder 2. Auflage (Leipzig, 1927), S. 71.) Also folgt aus der
Ungleichung (57) g

(59) P PR

Da man ebenso die Ungleichung R == R® beweisen kann, ergibt
sich die Gleichung

(60) o R® = 8"’\.\ o
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Damit jst Satz 33 bewiesen. Aus Satz 33 folgt insbesondere auch,
dali die komplexen euklidischen Pdume Ry und Ng» mit R - R
ucher micht viomorph sind.

Definition 200 Ist W ein volistindiger komplexer eukli-
diicher Faum  und Vi e vollstdndipes  normiertes  Orthogonal-
wysterme von W, dann heifie die Mdchtigkeit von D di= [)imen-
stonszahl von M

Der vollstindige komplexe euklidische Raum Ry hat demnach
Le Iumensionszahl R

Debinition 21 Unter der Dimensionszahl eines beliebigen
bompiecen eaklideschen  Paumes verstehe man  die Dimensionszahl
wetner klemcden vollstandipgen Erwetlerung.

I Sinne dieser Definition 21 st das Wort Dimensionszahl
e der Uberschnft dieser Arbeit zu verstehen.

Anmerkung In analoger Weise, wie wir hier Satz 33
cewnenen haben, kann oman  auch  beweisen, dab je zwer Basen
Y und 0 etnes komplexen linearen Raumes W stets die gleiche
Machtigkett haben.

Unter einer Bass eines komplexen  linearen Raumes N soll
daber it Havsnowsr 2, S, 395 cine Menge von Elementen von
it verstanden werden, von denen endlich viele stets linear unab-
Wiangag sind und deren lineare Holle mit 0 zusammenfallt.

In den Linearkombinationen endlich vieler Elemente von 8%,
als. welche man die Elemente von 8 darstellen kann, mull nam-
lich jedes Element von 2 mindestens einmal wirklich vorkommen |
aus der gegenteihgen  Annahme  wirde nidmlich ein Widerspruch
gegen die Voraussetzung folgen, dal endiich viele Elemente von
WY stets hinear unabhiingig sind.  Also ist 2V die Vercinigungs-
menge einer WY Aquivalenten Gesamtheit endlicher Mengen. Man
kann nun  entsprechend  weiler schlieben wie beim  Beweise des
Satzes 43,
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INTRINSIC TOPOLOGY AND COMPLETION OF BOOLEAN RINGS

S My Lowa
Poverved Otaber 20 190

Norarion

W oa cubelass of o lattiee 0 we denote the meet (erass-ent, interseetion,
procuct) of the elements of B with respeet 1o 4, 1 e the maximal clement of 1,
contaned e all clements of B, it existenee sapposed, by [0 0. 2 and the join
famion, conpunetion, bttice—am) of the elements of W with respeet 1o 1, i
the il clement of 0 containing all clements of B, jte exictence <apposed,
I )_‘ car B consists only of two element, a and b we write alcoa 0 b
m-tend ol II:,',. roandear 7 bonstead of z: Ve, I s especinlly o Boolean
g we denote the ringsum Ohe <vmmetrie differenee) of two clement= o and b
with recpeet to A by a A b Wen the super-evipt= of the sign- l' Y oand
X Yo the suly eripl of the <ign /il there 1= no doubit 1o which attice or

ool nimge they refers Under the <ame condition we write a-boor ab instead
oba o hoand a b banstend of a A0 b We enll aosubwelass B of g battiee A
Bestneded 0 Chere exist at least one couple a, boof clements of 4 <ueh that

a < r b

forallvlement o of W0 The expressions of “a-lattiee™ and “complete Ltiee”
are e e the same sense aein the paper (VEHD. (See especially VI, P
Al preage) W eall o Boolean ving complete if it s wcomplete lattiee,
ok s Boalean oring G0t i oo lattiee, 10 subring Gancidenl) of o Boolean ring
oo dattiee we eall it o ocubring Geasideal). The expression of “dual ideal”
o i the same sense asin (VD The words A Boolean ring .1 is given,
vk the <l Latine letters denote elements of " will bee frequentiy sup-
preod T we consider asequenee of elements a, of o lattice we shall mostly
Appress the suppesition: that the indes worans through all natural numbers,
Ctherw e we shalbuse the terminology and denotation of M. 1L Stone's paper
\ Fhe resnlits of this paper will be used without any further reference,

1. Introduction

A\ cquential topology of a lattiee ean be detined in the tollowing way:
Lo vquonee af cloments a, of a latteed has the property that oll produets l.'... o

' L2 o), all goins x.’ Wty L2.8, -.0), the join Z: N l s 5
pndd the prowluet ll' i X,’ Wty cxist, amd

. - * «

-~ ~
a1l Xa~a
ned hon A=) A=n

1S

S ————
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ﬁmmbdﬁmm&cw to have the lﬂmlﬁ (See for instance

(10, p. 453.)
T:m considered in 1. \\Kmtmu\'ulrlnn pup-r (V1) have even the

A Mnﬁ-.‘.z&- n = 1, z |ll a,, nnd
i a; exist whenever the sequence a, lr lmumlwl ¥ ke Rouritoruviteh
may say a sequence a, 1o converge il it i bhounded, and

Efa-MXa

In this paper the above conyvergence-definition will be considerably goneradized
for the case that the given lattiee is o Boolean ring. We shinll define the con-
vergence of a sequence of elements a, of a Boolean ring without supposing that
II._.G.,Z...mlu-lzs }Z_‘Il h,unlll,‘z_,',u,-u'
we shall not even suppose that l,Iu- seepueniee a, i= bhounded

The formulation of the convergenee-definition will be the topie of §2 01 th-

paper. In §3 we shall show that iu the ense that [[7. a0 and 220 0
(n= 1,23, ) exist, our convergenee-definition cameides with the definition
given in the introduction,  In §1 we shall introduce the paportant notion of
invariant subring a of a given Boolean ring A We <ball eall a an dnvarin
subring of A, or A an invariant extension of a1 every wfimte join of eloment
of a, whenever it exists with respeet to o, existe also with respect to Al ha
the same value. In §5 we shall define the notion of o jon-ertonson A of
Boolean ring a. A will be said to be o join-exten<ion of o if every element of A
is 4 join of elements of a with respeet 1o 1. We <hadl see that any join-cxtonaon
is an invariant extension.  The notions of “invariant extension” and ' join
extension” will play an important role in the following paragraph-. Tno §6 w0
shall show that the finite fundamental operations of a Boolean ring are conting
ous under the introduced <equential topology; moreover we challbdedouce
number of other relations.  In §7 we shall say o few words about the clooure
topology determined by the introduced sequential topolgy . In 5% we <hall
state how far the theorems on simple sequences in a Boolean ring obtained
hitherto ean be extended to double sequenees.  In §9 e Imll following 1) van
Dantzig’s paper (1), define the notion of a fundiamental e qm nee of element- of
# Boolean ring. and explore how far 1. van Dantzig's result= ean be appled to
our ease.  In §10 we shall show that the sequential topology determined Lo i
closure-topology mentioned in §7 is in general not identical with the onginal
sequential topology. 1 have no further entered into the examination of -
desivative sequential topology, but leave it to further investigation-.

1t is very prolable that the theory devolnpul in this paper can be enaily o
tended to the lattices which Fritz Klein in his paper (IV) calls Bl
Sehridersche Verbs «.f‘ 1 <hall deal with this matter in a later poge

rhiis theo “Wlﬂlt be more complicated
) ""‘!1 by finite aperations of an arbitoue

respect 1o the sequential topology detid 1+ 1
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introduction.  Tet a partialiy ordered set A consist of an enumerated sequence
of elements a, , of anothlr such sequence b, , and of a further element e, between
which there are defined the following ordering relations:

& < Ny bu <b, form <n;
aw < b, form S n;
a. < e, <
(m,n=1,23,....))
Then A is obviously a complete distributive lattice. Appep ¥ ProOF: A is iso-
morphic with Mae Neille's lattice [4.7, 4.12, 4.7). See H. M. Mac Neille, Par-

tially ordered sets, Trans, Am. Math. Soc., vol. 42 (1937), pp. 416-460, especially
Theorem 4.15. If m > n, then

aub, = a,,
G Vby = b,.

Obviously we have, by the eonvergence-definition given in this introduction
lim a, = e;

Lhad
on the other hand we have forn = 1,2, 3, ...
d.h =0,

whenee

lim a by = ay,
Ll ]

while
ey = by,

2. The Sequential Topology r(4)
Derierion 1. By a subelement of a sequence of elements a,, of a Boolcan ring

A e mean an clement w of A of the property that, if we suitably choose the natural
number b, we have for n 2 k

u<a,.

It 0= clear that the property of an element u of A to be a subelement of the
sequence a,is preserved if we replace a finite number of its terms by other
clement< il we add or omit a finite number of terms, or if we change the succes-

ot ol the terms (not necessarily only of a finite number). The same holds for
the concepts of superelement, interelement, lower limit. upper limit, and limit,
which we <hall define more fully below,

INTRINSIC TOPOLOGY OF BOOLEAN RINGS 11

Any sequence of elements of a Boolean ring has at least one subelement,
namely the zero-element.

Turoresm 1. The subelements of a sequence of elements a, of a Boolean ring A
constitute an ideal in A.

Tueorem 2. If u is a subelement of a sequence a, , and b is an arbitrary cle-
ment, then ub is a subelement of the sequence ab, and to every subelement u* of
the sequence a,b there exists a subelement u of the sequence a, such that u* = ub.

DerixirioN 2. By a superelement of a sequence a, , we mean an element o of
the property that, if we suitably choose the natural number k, we have for n z k

o> a,.

It is clear that a sequence of elementsof a Boolean ring A is bounded in A if
and only if it has at least one superelement in A.  If A has a unit every sequence
of elements of A is bounded.

TueoreM 3. The superelements of a bounded sequence of clements of a Boolean
ring A constitute a dual ideal in A. (This dual ideal is a Boole-Schrider lattice
in the sense of the paper (IV).) :

Tueorem 4. If o is a superelement of a bounded sequence a, , and b an arbi-
trary element, then o \/ b is a superelement of the sequence a, \/ b, and to cvery
superelement o* of the sequence a, \/ b there exists a superelement o of the sequence
a, such that o* = o \/ b. v

DerixirioN 3.  Let a, be a bounded sequence of elements of a Boolean ring A,
and also a an element of A. In this case we call a an interelement of the sequence
a, with respect to A, if

u<a<o

whenever u and o are elements of A, and u is a subelement, and o a superelement of
the sequence a, .

DerinrrioN 4. Let a, be an unbounded sequence nflll ments of a Boolean ring 1,
and also a an element 0! A. In this case we call a an interelement uf the sequenee
a, with m to A vd i‘, uccordmg lo Deﬁmlwn 8, an inlerelement Mf the bounded
sequence ab with respect to A for every element b of A.

Instead of saying “a is an interelement of the sequence a, with respect to 1”7
we may say more simply “a is an interelement of the sequence o, if there is
no doubt to which Boolean ring the term “interelement” is referred.

Turorem 5. If a, and a are elements of a Boolean ring A, then a is an intir-
element of the sequence a,, with respect to A if and only if ab is an interclement of
the sequence a b with respect o A for every element b of A.

Proor. As for the case of an unbounded sequence Theorer: 5 i< involved by
Definitic : 4, we can restrict ourselves to the ease that the sequence a,, is bounded.

Let us suppose first that a is an interelement of the bounded <equence a,
and that a further element b is given. Then Theorem 2 involves that

1) - u* < ab
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whenever u* is a subelement of the sequence a.b . If on the other side o® is a
superclement of the sequence ab, and o a superelement of the given sequence
a. . we have for n 2 k, if k is an appropriate natural number,

0* V(o4 ob) > ab Vla. + ab) = a,,
hence, according to the supposed property of a,
o* Vio+ob)>a
and
(2) o* > ab.

(1) and (2) involve that ab is an interelement of the sequence a.b .

Now let us suppose conversely that ab i< an interelement of the sequence a,b
for every element b. From this supposition it yields especially that ala v/ ¢)
is an interelement of the sequence a,(a '/ ¢) whenever ¢ is an upper hound of the
sequence a, . Thus we obtain immediately that a is an interelement of the
sequence a, as we want to prove.

Tueorem 6. If a. and a are elements of a Boolean ring A, then a is an inde -
element of the sequence a, with respect to A f and only if @ "/ b is an interelement
of the sequence a, N/ b with respect to A for every element b of A.

Proor. If a v bis an interelement of the sequence a, '/ b for every element
b then a is an interelement of the sequence a, since we may put especially b = 0.
Now let us suppose conversely that a is an interelement of the sequence a, ,
and b an arbitrary element.  Let us further suppose that the sequence a, is
bounded.  In this case the sequence a, / b is bounded too. Let u* be a sub-
clement, and o* a superelement of this sequence.  Then u* + w*) is a subelement
of the sequence a, + a,b, thus also a subelement of the sequence a, . According
to the supposed property of the element a we have

u* + u*h < a,
whence
3) ' u* <a Vb
On the other side Theorem 4 involves the inequality .
Y *>avh
From (3) and (4) it follows that @ \/ b is an interelement of the sequence a, v b,

If the sequence a, is not bounded we observe that ac is, by Definition 4, an
interclement of the bounded sequence a,c for every element e.  Hence, sccord-
ing to what we have just proved, ac  be = (a V b)e i= an interclement of the
sequence ae y he = (a, V b)e. Thus we obtain agsin the result that a v b is

nanterclement of the sequence a, Vb,

Turones 7. The interelements of a sequence of elements a,, of a Booléan ring

T P —— T ———
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A constitule & demoe sublattice of A. (This sublattice is a Boole-Schroder lattice

in the sense of the paper (IV).)

Tueorex 8. If u is a subclement, and a an intereleme vt of the same sequence

a,, then u < a.
Tueorem 9. If a is an inderclement of a sequence a, , and

u<a*<a

whenever u is a subclement of the same sequence, then a* s as well an interelement

of this sequence.

Theorems 7, 8, and 9 follow easily from Theorem 2 and from Definitions 3

and 4. (Notice that a™b < a™b for every b implies a'' < o )

Deriximiox 5. If a, is a sequence of elements of a Boolean ring A, and the
lattice of the inlerelements of the sequence a, with respect b A has a zero, this 200

i called the lower limit of the sequence a, with respect to A aveed denoted by ™ i a,

The expression “lower limit of the sequence a, with re=pect 1o A" may be

replaced by the simpler expression “lower limit of the seqquence a,” if there 1
no doubt to which Boolean ring it refers.  In this case the <ign " lim o, may e

replaced by the simpler sign lim a, .
Lhad
If lim a, exists the lattice of the interelements of the sequence a, s a Boolean
Lhad J
ring, and lim a, is its zero-clement,

" -
Lessa 1. If a > u whenever u is a subelement of a geven sequenee u,  and
lim a, exists, then

"~

a > lim a,.
L g
Proor. If u is a subelement of the sequence a, then from the hyvpothe .
and from Theorem 8 follows that

alim a, > u,

s
This inequality implies, by Theorem 9, that a lim a, i« an intereloment of th
"
sequence a, . Hence we have, according to Definition 5,
a lim a, > lim a,

- Ll J
or equivalently
a > lim a,
it

as we wished to prove.

Derxitiox 6. If a. ix a sequence of clements of a Buolean ring A, and the
lattice of the interelements of the sequence a, with respect by A Foews oounit this unit
is called the upper limit of the sequence a, with respect to A _and elevoted by " Lo, |

. e




14 X HENRY LOWIG
> 1‘

The expression “upper limit of the seqience a, with respeet to A" may be IUTEINNIC TOrOLOG Sharna et 1
replaced by the simpler expression “upper limit of the nequence a,” if there is g . f
no doubt to which Boolean ring it i * lim '

> douht 10 which Bl refers.  In thix case the sign "‘l.-ho From (5) follows that
replaced by the simpler sign lim a, .

placed by the simpler sign lim ) ; ct+ech<a

Lemma 2. If a < o whenever o is a superclement of a given bounded sequence " : "

a. , and lim a, crists, then for 3 sdQ
iy c4ch < ll-,
a < lima,. o
| If ! of ;- hen fi he hypothesis -
"ROOF. o is a superelement of the sequence a, then from the hy i
follows that c < (.l.l.a) Vb
eV _I'_'_': 6. <o as we wished to prove,
y : = Sa . In the following Theorems 13 till 17 the signs B and b shadl have the anu
Henee a 7 hm a, is, by Definition 3, an interelement of the sequence a, . On significance as in Theorem 12, In the special case of Boolenn a-ring= they were
the other side we have, by Definition 6, proved by J. von Neumann, “Lectures on continuous geometnes" Prinecton,
5 ‘ 1937, Appendix, p. 7. See also H. M. Mae Neille, Le, Theorem 7149,
ik .h_".'. s !T: o Turowrs 13 If Y..ea exists then 3. wab cxists too and s cqual 1o
. : (Z...G)'I.
or equivalently Proor. I ¢ > ab for every element a of 8 then
a < lim a,
no. T+ (X b >abv |2 s+ (z;z)h] s aforac¥
v 2B e ¥ ‘e e 5
a= we wished to prove, ».
Turores 100 If both lim a, and lim geeerist then henee

A , ev X s+ 2))> X a,
lim a, < lm a,. e e ® Py

"m Lt

and
Twrones 11 If both im a, and Lim a, exist then a is an interelement of the
c> (X a)b.

wnee a, 1f and only of ae®
lim a. < a < lim a, Turoxes 14, IS ll,. o cxisls then Z,,. th + ba) cxists ton and o cqual by
" - n-e b +'III.,'1L

W need now =ome transfinite extensions of the known rules which the finite Proor. It is clear that

of a Boolean ring obey b+ b ll a > b4 bx
gt 120 Lot B be a class of clements of a Boolean ring A, and also b an i

]
f A If 0 thas cas l]“ e @ crixts then I],,. ta '/ b)exists too and is
[Toom) v

1= obviously sufficient to prove that a>h 4+ he

forzeB. e b+ bajfor every element a of 8 then

ce<avyvh for a e 8; hener

a of B implies l] > b4 b
caew

¢ & (Il a)vh
o= and

l/‘lohll"
«®
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Tuvorem 15, If Y., e a exists then [[aon (b + ba) exists too and is equal to
h4+bh) ., ea

I‘mmzt. le< b+ baforaeB thene < b and ea = 0 for a € B; thus, by
Theorem 13, ¢ z,, aa=0ande < b+ b Z,,’ a.

Tveowesm 16, If II... & @ crists then II... ta =+ ab)exists lov and is equal to

sen@ + | I.,,,.u,‘.’

Proor. 1 e < a + ab for o e B then e < afora e, thuse < [[..ea;0n
the other side b = 0 henee

c < ‘I‘I’a + (‘I.I’a)b.

Turorem 17, If Z.., a exrists then 2... (a + ab) exists oo and is equal

to Z,,,u - Z..pui’;.

Proor. e >a+abhforaeBthene vb > aforae®B thuse v b >
Z_,,,.u. and ¢ > Zaol‘" - (Z..pﬂ)h.

Turowes 18, If a is an i:l:al in a Boolean ring A, then @' is the class.of all
elomentsboof A such thatbh = ). . +» a for an appropriate subclass B of a o isa
principal ideal if and only if 2., aexists; in this case o = a(z.‘ ADDED
1v proor: Theorem 18 is partly contained in Theorem 2.1 of \l H Stone's
paper o Al braie characterizations of special Boolean rings, Fundamenta Math-
ematicar, vol, 20 (1937), pp. 223-303.

Proor.  From the definition of a”” and from Theorem 13 follows that o’ con-
tains the element Z,".,n whenever 3 € a, and Z.‘..a exists. [If b is an
arbitrary clement of a” we put 8 = a.ath). Then b > a whenever a is an ele-
pent of By I e is an arbitrary element of A then

(b + be)z e B
for b elerents 2 of . Henee if e €1 and ¢ > a for every element a of B we
) P PR

th + be)r < ¢,

ih + bejr = 0

b <+ he ea’.
5 " i = he = 0, thus b < ¢. Hence

h = *a

‘e

tr-t part of the theorem.  The sceond part is now obvious,
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Tueorem 19. b a, exisls .7.“ 0“' lj Z. « u o, U being the class uf The
Llind

 subelements of the sequence a. , exists; in this cas

(0) hm..=£u

e U
Plooi '"llln a, exists, from I;emmn 1 and Theorem 8 tollows immedintely
that Y., uu exmhs and the equation (6) ‘Imld. i7 2‘ i w exists then thers

exists also Y., q ub for every element b, (Scc @deorem 13 e anotiee

Theorem 2, we conclude easily that Z. ou W8 is an interelement of The hounded
sequence a.b. On the other side we have

Zub = (2 w)h.

Hence 3. . u uix un interelement of the sequencea., . 1§ ais anoarbitraes inter
element of this sequence, we have, by Theorem 8.

a > u

for every element u of U, and consequently

a>Zu.

wel

Hence lim a, exists and is equal to 3_. , 4 u.

"o

TaeorEM 20. lim a, exists if and only f W’ N haxeeng the sanme sognificance o

"

tn Theorem 19, is a principal ideal ala); in this case

lim a, = a.
Liad
Proor. See Theorems 18 and 19,
Tueoresm 21.  (Corollary of Theorem 20.)  If the wddeal of the wululomint . of o
sequence a, 18 a principal ideal ala), then Ly a,, cxists and 1 cqual b a

Lhad ]

Tueorem 22. The upper limat hf a bowurded soqueneee a, cxisto of avd only of
I1..c 0, < being the class of the superelementss of Ve sequinee v rite; in th
case

lim a, = II 0.
L i

The proof can be left to the reader.  (Notice Letnrna 2

Turoresm 23. (Corollary of Theorem 22.) If the dual viial of the upmr-
elements of a bounded sequence a, has a zero thn ling a, exisle and o cqunl

- -
this zero.
In this case the dual ideal of the supercicments of the sequence oo 1o o Fooloa
ring, and lim a, is it< zero.
A—=

e ey
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Lewaa 3. lemci&.ﬂbh-mm&%dﬂb
and 1s equat to b lim a, .

Proor.  See Theorems 2, 13, and 19,
Lesaa 4. I!hmc.e.ruu Mbuumm&ur—dﬂ

o and 15 "[uallubllmﬂ--
Proor. lmtlmc.lrMbya,MMchquﬁtu—

quence a b, Iurtlm let d be an arbitrary element, and o a superelement of the
~equence ad. Thus o is al=o a superelement of the sequence abd, and ed < o.
We have aleo ad < o beeause ad is an interelement of the sequence ad.  Hence

fa eyl < o,
1 on the other side u is a subelement of the sequenee a,d, then ad > u, whenee
(a Veyd > u.

We tind that 4/ ¢ is an interelement of the sequence a, . This involves, by
Defimition 6. a /¢ < a. or equivalently ¢ < a. Besides we have obviously
e < b Henee e < abor

R blil;ldn.

r—e

since b s itself an interelement of the sequence ab, Lemma 4 is proved.

Disistttos . If a sequence of clements a, of a Boolean ring A hax exactly one

cholement o with respeet A, we say that the sequence a,, converges towards a with
st b A e s s limat with respeet to A, and write

.
“lim a, = a.
-

“The SCQUETICE a1, CONYVEeTRes towards a with resprect 1o A" and
1ot thee sequenee a. with respeet to A™ may be replaced respectively
oo antencees CThe sequenee a, converges towards a® and “a is the
pienee a U if there is no doubt to which Boolean ring they refer.

<zn " hm e, may be replaced by the simpler sign lim a,

basiens Prpuiy
Dsrsriion s The wguential topology in a Boolean ring A, ontroduced by
Lo tot o 5. shaall be dopastedt by £74 ),

W 2i N wguenee of dloments a, of a Boolean ring s conaergent if and
a. st and are cqual to one arother.  In thiz ense

aom
lim a, = lim g, = lim a,.
i s il oo
If noa. wriste, and b s an arbitrary element, then lim ab erists
e A-a

Turores 27, Anmdc’-ﬁw a mki‘h
an interelement of the whole sequence. v

Theoremn 26 i evident, Theorem 27 can be casily deduced from Theoren 26

Turores 25, I]c.und&-ywqucaub«nu.-nl
m (k= 1,23 ...) are natural wumbers different from cach other, then the v
hold always thosw of the inelusion-relations

l_un a,, > lun o,

lun By € lun a,,
Lol 3

lim a,, > lim a,,

- Ll

and
litm a,, < hm a,,
- "'

i which both sules exist,
Proor.  =ee Definitions 5 and 6 and Theorem 27,
Turores 29. If lim a, exists, and n, (k = 1, 2,3, ... ) arc vatural vamber:

"=

different from cach other, then lun a,, exvts oy and o equal to i o,

g
Proor.  Let us suppose hr~t that the sequence a, i= bounded. Then i »
i+ a subelement and o a superelement of this sequence, and o and 6% bave 1he
same meaning jor the sequence a,, (k= 1,2, 3, ... ), we have, by Theoren 20
u* < o
and
u < o
Henee we bave by Lemmas | and 2,

w* < lim a,

At 1
and o
lim a, < o*
b
1.4,
u* < lima, < o* :
L
We e that lirs a, is an interelement of the sequenes a,, h = 1,2.53, ... 1
gy
!
L4
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The same result is obtained also in the case that the sequence a, is not bounded.
For if b is an arbitrary element Lemma 5 vields that lim a.b exists and is equal
-

to b lim a, ; henee b lim a, is, by what we have just proved, an interelement of
the sequence a,b (k = 1,2, 3, ... ).
lim a, is also the only interelement of the secquence a,, (k = 1,2,3, ... ); for

e

if the sequence a,, had an interelement a different from lim a, then a would be,

"
by Theorem 27, also an interelement of the original sequence a, , contrary to
the hypothesis that this sequence is convergent. By this Theorem 29 is proved.

It can occur that both lim a, and lim ¢, exist but that there is neither a

LRl n-n
partial sequence of the sequence a, converging towards lim a. nor such a se-
Lt
quence converging towards lim a, . Let a and b be two elements such that

L
neither « < bnorb < a. Now forn = 1,2,3, ... let az..y = @, Gz = b.
Then we have obviously

lim a, = ab
Lt}

lima, = avh
L Rt

Nevertheless there is neither a partial sequence of the given sequence con-
verging towards ab nor such a sequence converging towards a / b.
Turones 30, The union of a finite number of convergent scquences with the
e lomt 1x again a convergent sequence with the same limit.
Proor. Suppose that a)' and a.! are two convergent sequences, and that
jimal = limal = a.
Ll LEad
Suppose morcover that the sequence a, consists of the terms of the sequences
al and a in some sueeession.  Then from Theorem 27 follows that a is an
interclement of the sequenee a, . Now let @* he an arbitrary interelement of
thie ~couenee, boan arbiteary element, « and « ' subelements, and o' and o
cuperelement= of the sequences @b and @’ b respeetively.  Then u™'u® is a
cbelement, and o1 v o a superelement of the sequence a,, . Sinee a*h is an
nterelement of this sequence we have

) @
r{ ] u'"u® < a% < o v e,
e ~equenees a,' b and al'h are convergent, and

limay b= lima b = ab.

n - "
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(S.ee Lemma 5) Hence we get from (7) by using twice Theorem 19 together
with Theorem 13, and Theorem 22 together with Theorem 12

ab.ab < a*h < ab \/ ab

a*h = ab,
Since b is arbitrary we obtain the result @* = a. This proves the theorem,

3. Connection with the Usual Convergence-Definition
] The following results show that our definition specializes in the ease of a-lat-
tices to the usual definition (cf. for example G. Birkhoff, 11, p. 153).
Tueorex 31. If ax > a; whenever k < 1, the sequence a, is either convergent

or has no interclement; it is convergent if and only if [y a, exists: in this cas
we have

(8) ‘I:Il a;, = lim a,.

n-ewm

Proor. If ais an interelement of the sequence a, , we have
a <a,

for every n because all terms of the sequence are superelements of the sequenee,
If u < a, for every n then u is a subelement of the sequence, and we have

a> u.

Hence J]5, ax exists and is equal to a. Thus we see that o is the only inter-
element of our sequence, is to be denoted by lim a, , and the equation (5) hold-.

noew

If conversely J[r, ax exists then it ean be ensily concluded that
u< II a < o
k=i

whenever u is a subelement and o a superelement of the sequence a, | <o that
II a is an interelement of this sequenee,

Tueorem 32. (Corollary of Theorem 31.) The Reque nee II."_. ay (i
1,2, 3, -..) is either convergent or has no interelement ; it ix convergent if and unly
if T au exists; in this case we have

n a; = lim I a .,
b=l netw |
Tueorem 33. If ay < a; whenever | < 1, the sequence a, is cither convergent
or has no interelement; it is convergent if and only if 30 0y exists; in thic co
we have

"

kd
Ea. = lim a,.
-

Ep——
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It the suppositions of Theorem 33 are satisfied, and the sequence a, has an
interclement a, then we have

a > a,

tor every n beeanse all terms of the sequence are subelements of the sequence.
Henee the sequence a, is certainly bounded. The same is also true if dtia
exist~. After this is settled Theorem 33 can be proved in a <imilar way as
Theorem 31.

Turorem 34 (Corollary of Theorem 33.) The sequence Siaa (n =
1,23 - ) is cither convergent or has no interelement; it is convergent if and only
if Z‘ n rnah, in this case -

- 3
ot 1
Tirores 35, Any monotonic sequence of elements of a Boolcan o-ring is con-
vergent.

Theorer 35 follows immediately from leomm; 31 and 33,
Turones 36, If for n = 1, 2, 3, ... [12. ax cxists then hm a, exists if and

only if 3% - I]....ag Mm this case we have
3 f" i o= Z 1 o - i [T

PPROOF. Drﬁl;itl& 1i that to every subelement u of the sequence a,
there can be <tated @ natural number m <o that

' ¥ )

il n a > u.

e
From tlnix izt rau be casily concluded that 3. . u exists if and only if
Z‘-: Ilt—» mmdx and that in this case both elements are identical. (U is
e idesl of the subelements of the sequence a, .)  Now Theorems 19 and 33
o that Theorem 36 s true. ;

Turores 37, ”ﬁ:r n=1123 - Z:.. a; cxists then lim a, crists if and

anly if II’:_, Z?., a, exists; in this ease we have

=

hm a, = II Z a = lim 3 a.
" w1 k=n e
Phearen 37 ean be proved by the aid of Theorems 22 and 31 in a similar way
< Theoren 36 by the aid of Theorems 19 and 33,
Tironrs 38, If a, ixa sequence of clements of 1 Boolean a-ring then there exist
el hotl In a, avd hm a,

"een

=i “u wrems 36 and 37,
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TuaeoreM 39. If a. is a sequence of elements of a Boolean a-ring then lim a,,
exista if and only if B

'l'llu.s our Definition 7 coineides in the case of 1 Boolean a-ring with the
definition of convergence and limit given in the introduction.
Lesya 6. If a. is a sequence of elements of a Boolcare a-ring with wnit the n

hﬂl ‘. = (llm a.)

"=

lim a, = (lim a,)’;

nm "

if moreover the sequence a,, is convergent, the sequence a, i converqent too, and

lim a. = (lim a,)’.
ne-e L g
Lemma 6 can be easily deduced from Theorcms 11, 15, 36, and 37,
Lesma 7. If a. and a are elements of a Boolecaw a-rivg with wnil, and o (s
interelement of Ui sequence a,, , then a’ is an interclement of the sequence o,
Proor. See Theorem 11 and Lemma 6.
Turorem 40. If a, > ¢ for cvery n then the equation
(9) lima, = ¢
L
holds if and only if for every n

(10) Il . = .

Proor. I (9) holds, and the element w is of the property that for /= 4
u < a;, then u < ¢ beeause u is 4 subelement of the sequence a, .~ This progve-
(10).  If (10) holds then (9) follows immediately from T heoren 36,

Tueores 41, If a, < ¢ for every n then the equation

lim a, = ¢

-

holds if and only if for every n
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Turorem 42, An clement a is an interelement of a sequence a, if and only if

Jor every n

11) tZ.a,,u = a,
and
(12) lI (e, v a) = a.

Proor. i a is an interelement of the sequence a, then it is, by Theorems 5
and 6, also an interelement of the sequences a,a and a, V a. On the other
“ide- it i~ & superelement of the sequence a,a and a subelement of the sequence
a, v a. Hence we have

b lim a.a = a,
Ll J
<

]

Now Theorems 41 and 40 involve that the equations (11) and (12) hold.
Let us supposé conversely that the equations (11) and (12) hold. Let bshe

. an arbitrary o-lm&«-m. and u a subelement and o a superelement of the sequence

a.b. Furgher lf m be a natural number of the property that

% u<ah<o
for k 2 m, 'kwn we have

l’g;(-.v.) = a.

-

vt gk Y

% o ab = 2 a,ab < ao,
-

Wb nice

ab < o.

Similarlv we have

a= II lay \va) > u'/a,
b—

< a.
sipie slso w < b we get
u < ah,

o that b 1= an interelement of the squence a,b; henee @ i= an inter-
i the sequence a, as we wished to pros
v of Theorem 42 is
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Turores 43.  An element a is an interelement of @ sequence a, if and wrcdy if

(13) lim a,a = a,
and
(14) lim (a. va) = a.

Proor. See Theorems 40, 11 and 42,
The following Theorems 44 and 45 will be needed in the next paragragbs
Turoresm 4. The equation

(15) lim a, = a

is equivalent wrth the couple of the equations

(16) liti ape = a
and

(14) lim (a, \/a) = a.

Proor. That (15) implies (14) and (16) follows frorn et 3 and Theeson
43. If (14) and (16) hold then a is, by Theorem 353, an itereloment of i
sequence a, ; if b is another such interelement then. by Theoren 5 oad 10
ah = a je.a < b,

Turores 45 The equation
(17) liun a, = a

» -

is equivalent with the couple of the cquations

(13) lhim a,a = a
n-e

and

(18) lim (a, v a) = a.

Proor. If 117) holds we have to prove, in face of Theomon 14 the count o
(18} only.  Let b be an arbitrary eclement, and o a cuperelement of the wgue s
ab. Then we have o > ab.  If moreover ¢ ix an interelement of 1he seque rye
a, 'V a then be is an interelement of the sequence oy / ab; since o 1= 5 gt
clement also of this wqguence we have be < o5 thus. by Jetnmns 2and 3 e < b
Since b s arbitrary we have ¢ < a. On the other vde we have cortanly o - o
Henee e = a. This proves (1K),

If (13) and (15 hold then a i, by Theorem 43, an interelerpent of the wquesee
a, ; if b is another such interelement then, by Theoren € and (I8, o 4 o
thus @ > b This proves (17).
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4. Invariant subrings

If a is a subring of a Boolean ring A, the restrietion of the sequential topology
7(1) (Definition 8) to the subring a is not necessarily identiecal with r(a).

Let for instance A be the Boolean algebra of all classes of natural numbers,
a, the elass of all natural numbers divisible by n (n = 1,2, 3, ... ), and a the
subring of A generated by the elements a, (n = 1,2,3, ... ) of A. a contains
the unit of A, If @ is a polynomial in the elements a; (k = 1,2, ..., m), and
M the least common multiple of the natural numbers 1, 2, 3, ... , m, then a
natural number [ is an element of a if and only if [ + M is an element of a.
This vields that every element of a is either an infinite elass or the void elass.

. - ’
_ Now the elasses [[' af = ‘ Z:"'aa) are finite. Hence we have
k=n -n

-
II(-» ll: =0
k=n

and

-
z(n a = e

k=n

if ¢ is the unit of 4. From the last equation follows

“Nim a, = ¢.

L
It can also easily be proved that

“Nlim a, = 0,
L
We wee that the sequence a, is not convergent with respect to a. On the other
hand we have obviously
“lim a, = 0.
L
I'hii= ria) 1= not identieal with the restriction of 7(4) to the subring a.

Iieowes W6 If a ix a subring of a Boolean ring A, a, (n = 1,23, ... ) and
a are clements of a, and a is an interelement of the sequence a,, with respeel to A,
i o ix also an interelement of the sequence a,, with respeet to a.

Proor. I bis an element of a then ab is, by Theorem 5, an interelement of
the sequenee a b with respeet to 4. From Definition 3 it ean be easily coneluded
that ab i= also an interelement of the sequence a,b with respeet to a.  Since this
Lolds for every element b of a Theorem 46 is proved,

Tuiowes 7. If a is a subring of a Boolean cing A, 8 a subeclass of a, and b

n oo le ment uf a, then

ll" a=h [
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I =,

.};"’a = b,

Deriximion 9. A subring a of a Boolean ring A is savd to be invariant in |\
(A an invariant extension of a, A invariant over a) of the following condition 1
satisfied: if B is a subclass of a, and b an clement of a, then

z“(n a=b
g"' a=b,

Let for instance A be the Boolean algebra of all set< of real numbers and o
the subelass of A defined in the following way: a is an element of a il and only
if it is either the empty set or the union of a finite number of set<, every one of
which is either an open real interval or consists of exactly one real number
Then it is easily to be seen that a is an invariant subring of 1.

Let, on the other hand, b be the subelass of A defined in the following was
b is an element of b if and only if it is either the empty set or the anion of «
finite number of right-hand open (and left-hand closed) real interval-. Then b
is as well a subring of A, but is not invariant in A, For if e(u) (uu positive real
number) is the set of those real numbers » which satisfy the inequality 0 -
v < u then IB;'.c(u) is the set consisting only of the number zera while
I1.% e(u) is the empty set. (See the following Theorem 15.)

Tueorem 48,  If a is an invariant subring of a Boolean ring A, B a subwlo
of a, and b an element of a, then

lI(u am b

implies

implies

implies
Ia-s

Proor. If ag is a fixed element of B, we have, by Theorem 14,
Z‘l_‘" (ay + aoa) = a5 + a, II'" a=as+ b;
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hence, by Definition 9,
2‘" (as + a00) = as + b

and, by Theorem 15,
.I.{“'l¢.+a.(a.+-..)l--.+q(¢.+b)

i.e.

m"l-b
as we wished to prove.

Tueoresm 49. If a is an invariant subring of a Boolean ring A, a, (n =
1,2 3, ... ) and a are elements of a, and a is an interelement of the sequence a,
with respeet to a, then a is also an interelement of the sequence a, with respect to A.

Proor. See Theorem 42, Definition 9, and Theorem 48.

Turorem 50. If a is an invariant subring of a Boolean ring A, and a,
in=1,213,...)and a are elements of a, then the equation
(19) “lim a, = a

neem
holds if and only if the equation
(20) “lim a, = a

"—
’“'II'FA

In other words: if a is an invariant subring of a Boolean ring A, then the
sequential topology r(a) is the restriction of the sequential topology »(A) to
the subring a.

Proor.  From Definition 7 and from Theorems 46 and 49 follows immediately
that 200 implies (19).  Let us suppose now that (19) is satisfied. Let further
h b an interelement of the sequence a, with respect to A, and U the class of
those subelements of this sequence which are contained in a. Then, by Theo-

rem 19,
g"' u = a;
LR

henee, we have, by Definition 9, also

z;“u-e
LRl

b>a.

’

and, by Theorem 8,

1 the sequence a, is bounded with respect to a, we can prove in a similar way
that aleo /s << a: thus we know that (19) implies (20) if the sequence a, is bounded

e L
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with respect to a. If this condition is net satisfied, let ¢ be an arbitrary element
of a; we have, by Lemma 5,

“Yim a.c = ac

and, by what we have just proved,
“lim a.c = ac.
e
Hence we have
- be = ac
and
X (b + ab)e = 0
forevq:yel-tedc. Thus we have especially
(b + aba, = 0
forn = 1,23, .... The last equation involves, by Theorem 5, the equation
(b + ab)b = 0
and consequently
g b <a.

This proves the theorem also for the case that the sequence a, is not hounded
with respect to a.

From Theorem 50 follows that in the example given at the beginning of this
paragraph the subring a is not invariant in A.

Taeorem 51. If a is an invariant subring of a Boolean ring A, and «a,
n=1,23,...) and a are elements of a, then the equation

(.)li'na.
holds if and only if the equation

("!l._l_‘a-
holds.

Proor. In face of Theorems 44 and 50 we have only to prove that the
equation

(14) E(c.vc)-a

holds with respect to a if and only if it holds with respect to 4. But this aeer-
tion is equivalent with the assertion that a is an interelement of the wquence
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a, v a with respect to a if and only if it is with respeet to A; and that the latter
assertion is true follows from Theorems 16 and 19,

Turonrem 52. If ¢ is an invariant subring of a Boolean ring A, and a.
no= 1,23, ... ) and a are elements of a, then the equation

{ .
“lima, = a

L ]
holds if and only if the equation

“hma, =a
Ll
holds,

Proor.  Compare the proof of Theorem 51 and see Theorems 45, 50, 46,
and 19,

Turowes 53, If az ix an invariant subring of a Boolean ring A, and a, an
invariant sibring of as . then g is also an invariant subring of A.

Turowrsm 30 Let B be a chain of subrings of a Boolean ring A such that
QaeB b eB and a C bimply that a ix invariant in b.  Then cach element a of 8
ix also invariant in Z.f a b (That B is a chain means that a ¢ B, b B imply
AC bor bC a. K is the lattice of all subrings of A1.)

Proor.  Let a be an clement of 8, € a subset of a, and b an element of a.
Suppose that

Y g =

ned
e is an element of 3.0« b, and ¢ > a whenever a € &, then ¢ is contained
i ~ome clement boof B, and it ean be supposed that b D a so that a i< invariant
in b Notiee that Z.: o bis the set-theoretical union of the subrings b which
are cloments of B Henee ¢ > b This proves the theorem.

Turowast 55 If ay s an iweariant subring of a Boolean ring A and a; a sub-

g of N containing ay . then ay is also invariant in ay .

Proor. 18 i a subelass of ag, b an element of a; , and

z“" a - '1.

e

we hne

z" a=h

«®

buemiise @y i= invariant in 1, and

! |!.-v-"n. ‘7.

Tivowis S Every wdeal a of a Boolean ving A 1s invarant in A
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Proor.  Let 8 be a subelass of a, b an clement of a, and

>“a=h

“e®
If ¢ is an arbitrary element of A, and ¢ > a whenever a « 8, we have alo
be > a
for every element a of B, Sinee be i< an element of a, we have
be > b,
or equivalently
c>

proving the theorem.

Turonem 57, If a ix an invariant subring of a Boolean ving A, and b o normal
ideal in A, then ab is a normal ideal in a, and coery normal wdeal 1na can be ol
tained in this way.

Proor. If bis a normal ideal in A, it i obvious that ab i- an adeal o
If @ is an element of the second orthocomplement of ab with respeet 1o a0 we
have, by Theorem 18,

s,
a = <

a0
for an apr opriste subelass 8 of ab.  Sinee a is invariant in 4, we have ol
a=Y "z
e ¥
Henee a i, again by Theorem 18, an element of b; sinee it 1 aleo anelegen
of a, it is ar e'ement of ab.  This proves the first part of the thearem
If on the o ver side ¢ is an arbitrary normal ideal in oo, we have obvion 1
¢ = ac”
the dashing referred to A, and ¢ is o normal ideal in 1,

5. Join-extensions
The relation between a partially ordered set and it completion by ot
(ef. H. MaeNeille, “Partially ordered set<” Tran<. Am. Math, Soc 12 01907
p. 4435, line 9 from bottom) i= a special case of the following definition
Deristmion 10, If A ix a subring of a Boolean ring I8, then I 15 cand b b o
Join-cxtension of A if to every element b of R there exists a subelascs 8 of A cuck that

b = Z a.
ae

I R is a join-extension of a Boolean ring A and a subring of a Boolean ring ##
we shall <av that R i< a join-extension of A in 5.



62 HENRY LOWIG

Tueorem 38. If R is a join-extension of a Boolean ring A, then every element
of R is the join of those elements of A Mum.&m’dbl

Turowem 59. If A and A* are Boolcan rings between which there exists an
isomorphism A, R a join-extension of A, udk‘cmfl.l‘ then there
exists at the utmost one extension of the isomorphism A to an isomorphism Ax
between R and R*.  if Ay exists it can be defined in the following way: let b be an
clement of R, a the class of those clements of A which are contained in b, and a*
the subclass of A* corresponding to a by virtue of A; then the element b* of R* corre-
sponding to b by virtue of Ax is defined by the equation

=T

The proof of Theorems 38 and 59 can be left to the reader.

TueoreM 60. (Corollary of Theorem 59.) If R is a join-extension of a
Boolean ring A. the identity is the only automorphism of R which carries every
element of A into tself.

TueoREM 61. Any join-cxtension of a Boolecan ring A is an invariant ex-
tension of A.

Proor. Let R be a join-extension of A, b an element of A, and B a subelass
of A such that

(@ T4a=b
ae®

Further let ¢ be an element of R such that
c>a

for a « }. Then we have also

22) (b + bcla =0

for 2 € X, On the other side b + be is itself an element of R. Hence we have,

by Theorem 38,

23 b+be= X*r
2 e
Fen

From 22) and (23) follows
24 ra =0

forr < b = bhe. red. ae®, and from (21) and (24), by Theorem 13

h =0
r <& ~ he. e, Now we get from (23
h = be =
~ This proves
T PR
)
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TueoreM 62. If R, is a join-extension of A, and Rs a join-extension of R, ,
then R; is a join-extension of A.
~l’hw. If b is an element of R; we have, by hypothesis and by Theorem 38,

b= .z;‘“".

P Z(nn z

r<e
Ted

fora < b,aeR,. Since R, is, by Theorem 61, invariant in &; we have also
a= 2™ : for a<b aeR,.

<
Te A

and

Henece

= z(.l) Z(lt) z.

e<h 2<a
ook Te A

This proves the theorem, according to Definition 10.

TueorEM 63. (Compare Theorem 51.) Let 8 be a chain af subrings of a
Boolean ring B such that R.es R: e and R, C Ry imply that R, is a join-
extension of Ry . Then Y & R is a join-extension of cach elewment R of R, Ly 1
denoted the iattice of all subrings of B.

Proor. If R, is an arbitrary element of 8, and b an clement of 3.5 . #
then b is also contained in at least one subring £ of B which i= an element of 5,
and it can be supposed that R, € R. Hence we have

b= X *®a

agh
“eRy

From this equation follows, by Theorem 34,
b= X %“a

a<h
e Ry

if 2... R is denoted by L. Hence Z... R is a join-extension of K., proving
the theorem.
Tueorem 64. If R is a join-cxtension of a Boolean ring A, avi B, a .
of Ry containing A, then R, is a join-extension of A, and Ry is a joiviesxtensinn of B
Proor. If bisanelement of R, it is also an element of £: .  Henee we bav
by Theorem 38 and by hypothesis,
b= 2""’ a

ach
cea

b= .§"" a.

cea

This proves that R, is a join-extension of A.

and, by Theorem 47,
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The second part of Theorem 64 is trivial. for s appropriate subelass 8 of A.  From this it con be easily coneluded 1ha
If A and R are subrings of a Boolean ring B, A is invariant in B, and R a also

join-extension of A, then K is not neeessarily invariant in B. Let B be the o= T

Boolean ring of ail classes of natural numbers. A the subring of B consisting 1 & n

of all finite classes of natural numbers different from 1, and R the subring of B BEw

consisting of the element= of A and their complements with respect to the unit- ie.

‘element of B. Then A is invariant in B (it is an ideal of B), R is a join-extension e Z:.,
of A. but R is not invariant in B. o *

TuroreM 63, If 4. R,. and Ry are subrings of a Boolean ring Ry, A C T e e ather & .

R. C Ry, and Ry is a jmn-eztension of A, then Ry is a join-extenzion of R, . sideyed, theny < aand yz = 0 for 2 e, whenes vh =0, aud
Proor. See Theorem 64. ¥y <a+ ab
TuroreM . If A is an incariant subring of a Boolean ring B, and N the : ’

class of all elements b of B such that lidis an element of B, and d > y whenever y o2’ thes

TP d Jah >z
) forz € @ as well as for z ea’; hence, according 1o /25,
for an appropriate subelass B of A (20 that expecially all elements of A belong to N) d Jah > a
thin N 13 -'.u.:f-x .gu.‘;rmg -f B: hener N 12 ajuln-lllim 0!.“ in B. Y E
Proor. It is obvicas that b ¢ N and by ¢ ¥ imply bidy « ¥ and by / bye N. and
s Theorem 13 _ ' i ) d > a+ ab
Next we shall prove that a e d and 5 eV imply a + abeN. We put This proves :
ela)ah)d = a ¥ y=a+ah
the signs ¢la) ane referred to the Boolean ring B. a'a)A is an ideal in 4 b o
wenpently, by Theorem 3, invariant in 4. Sinee 4 is, by hypothesis, Since @” is a subelass of A, 2 + ab is an element of N an we wneel s e
*in B, 224 15, by Theorem 33, as well invariant in B. Hence lfa and b are arbitrary elements of N, then there exists o suiwela. | 0 o
A s v Theorem 37, a normal ideal in ala)d. Now we have such thaat
2 /ya)” = ala)d (%) z‘.za"'
2
o it e ard. and J is the distnibutive lattics of the ideals From ¢ 26) follows, by Theorem 17,
] { Y 1ty we :',;;'.’-‘_- ' TL‘,"/.'".’FA 15
it T 00 Y (z+2h) =a+ah
‘.l&-“ 2 3 zek
Sinee 2 <+ zh is, according to what we have just proved an elermens o0 A
everr B an element of A, and b an element of N we find that 2l o
Tt - chmenst of N. Now itisclearthatalsoa ~ 4 = a v ab, / a « ¢
e ment of N, and Theorermn 66 s proved.
i A %= an arbitrary subring of B then the subelass N of B detined o« :
ver «nt of 8 '/ & can te dee ':.‘;- ~e<d Into the join of an element way as In Theorem 66, is certainly a nblattics of B 'ait rot reessiar, o n suie p
{ ¢'. Henece we have als of B. If. n the example given at the beginning of §4. we ;
- x}--:a ’ Sl e
(¥ b= 2.: “
= . —ey - z
-
thena —— ab s not representable 2 3 join of cletnents of 3 itk rece
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If it is known, conversely, that N is a subring of B, and B is & complete
Boolean ring, one ean easily conclude that A is invariant in B, But this state-
ment does not remain true if we omit the supposition regarding the complete-
ness of I3,

Let A be the Boolean ring whose elements are the finite sets of even positive
integers and the complements of these sets with respect to the set of all posi-
tive integers, and let B consist of w)l finite sets of positive integers and their
complement: with respeet to the set of all positive integers; the finite operations
in A und B are meant set-theoretieally, Then A is a subring of B, and N has
the same property bheeause it is identienl with A, but A ix not invariant in B,

Another form of Theorem 66 is

Turonrsm 67, Let A be an invariant subring of a Boolean ring B, and % a
subclass of A, 1f in this case [[\%'s 2 exists then there exists also a subelass B
of A such that 3% s y exists and ix equal to | [%s 2; and if Ve z exints, and
morcover an element a of A such that x < d for x € N, then there exists a subelass €
of A such that I ez exists and ix equal to Z:',". _—

'voor. If l Vo exists, aned 2, s an element of A, then z:',‘.". (24 + zox)
exists too and i equal ooz 4 LV r (Theorem 14) Consequently we
have

“.' Z = Zy 4+ Z"" (xy + 792).
Henee J L5 7 is, by Theorem 66, an element of N.

I there exist 30,5 e and an element a of A such that z < a for x ¢ %, then

there exits, by Theorem 66, 1 subelass C* of A such that

a4+ X "z= 3Py

o el

benee we have, by Theorem 15,

b Fhad” ™" (a + 2).

ie R et

Turenas 68, The Boolean ring N of the normal ideals of a Boolean ring A
o gornr stension of the Boolean ring § of the principal ideals of A, Henee P is
cwvarvant in N

gy M b normad ideal in A, we have obviously

b Z‘,'u’un

b= 2 ™a.

=

e ?
Food torr vl comment  Fheorews G G0, W, %1 and some of Yhe ather theorems of this
citheer gty o wholly an B Mue Neabie s “Partially ordered setn, " Trans Am

1219870 wsp Theorem 11 VS and 1102
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Turonrm 69, (Corollary of Theorem 6%.) Any Hoolean ring enn be in
variantly extended to a complete Boolean ring.

Turones 70, If the signa A, B, and N have the same meaning as in Theorem
66 then N i invariant in B,

Proor. Let B be a complete Boolean ring which is an invariant extension
of B. (That wuch & Boolean ring B exists follows from Theorem 69 ) Then A
is, by Theorem 53, an invariant subring of B Further let N be the subning
of B arising from A and B in the sane way ws N from A and 8 in Theoren 66
N is asubring of N. If now 9 is & subelws of N, and b an clement of N sael,
that .

(27) Z'.' a=b
“e®
then we put
(28) TV
(T(%y a exints beeause B is 8 complete Boolean ring.) ¢ satisfien the inequalit y
ce<h

and is an element of N. Since b is an element of N, the sane holds alo (o
b + e. Henece we have
(29) btec=Y ¥,

ek
for an appropriste subclass € of A, On the other vide we get from (2%
h 4 e)a = 0
for a « 8. Comsequently we have the more
za = ()
for r « €, a e B, Because € is u subelws of N owe get from thy and from (24
zh = 0
for z ¢ €. Now from (29) follows
L4 e=0
ie. e = b, By thix is proved that N i an invariot subring of It Henee N
by Theorem 55, also invariant in /.

Turonem 71. IIW ngynx A, B, and N have the same moanengg s on 1 haorem 4,
ard I 18 a join-cxrtension of A invariant vn B (e an invariant subring of 14w bk
= a join-extension of A), then It 1x condaired in N

Deviximon 11, IIMZ wigns A, B, and N have the same maaning as vt oo m
G, then N 18 called the maximal join-cslension of A wrwarwant in 1§

Definition 11 s justified by Theorem 71,

Tuvones 72. If A is an invarwnt subring of a Boolean g 1, the joon
crlenmons ll! A invariard in ”!llf'l a rlllll]lll.'ll' wuldattice u! the latliece 4,/ all wul,
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The proof of Theorem 82 follows easily from Theorems 59 and 81.

Now we can state the following generalization of Theorem 59.

Turorex 83. If A and A* are Boolean rings between which there exists an iso-
morphism A, R a join-extension of A, and R a join-extension of A®, then there
exists at the utmost one subring R* of R containing A® such that the isomorphism A
can be extended to an isomorphism Ay between R and R®. R* exists if and only if
3.5 oo a* exists whenever bis an cement of R, and a* is the subelass of A* assigned
to the element b of R in the same way as in Theorem 59. In this case R* is the
class of all such joins 3 .¥) .« a*, the isomorphism Ay is unique, and the element
b* of R*, assigned to the element b of R by virtue of Ay , iz given by the equation

= T

Henee if R is especially a completion of A*, then R* certainly exists.

Proor. lnfmdmwslmdﬂnmvmmwwmw
prove that the existence of all joins 3.4, .. a® implies that B exists. Let N
lramﬂﬂmdﬂlnd\‘lwmplﬂmdk (See Theorem 79.) It is
obwious that N and N'* are also completions of A and A* respectively. Henee
the isomorphism A ean be extended to an i=somorphism Ay between N and N*
S exactly one way, (Theorem 82  And in face of Theorem 59 it is obvious
that the existence of all our joine 3%, .. a® implies that the subring B* of N'*
into which R is carried by Ay is contained in B, Thus we have proved what we
had wished to.

In the rest of this paragraph we <hall state some corollaries of Theorems 46,
4950, 51, 52, and 68. Here und in the next paragraph we shall consider a
wxed Boolean ring A ; the Boolean ring of the prineipal ideals of A will be denoted
Ly @, and the Boolean ring of the normal idesls of A by . Notiee Theorem 38,
Turores 848, An elewunt a is an intireloment of a sequence a, if and only if

33 *lim afa.) € ala) € *lim ala.).
.-

-

Proor. See Theorems 11, 46, 49, and 68,
Turores 83, lim a, ezists if and only if " lim afa.) 12 a principal ideal ofa);
it A

tn this case we hare

lim a, = a.
"—

Prooy. See Theorems 51 and 68,
Turores 8. lun a, exists if and ondy if * lizs ala,) is o principal ideal ala);
.-

hno
ve hgre
lun a, = a.
.-
¥ Sew Theorems 52 and 68,
pim 8T 4 sguencs of dements o, of 3 Bodlean ring A is comeergent with
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respect o A if and only if the sequence of the principal weals ala,) 1x coniergent
with respect lo R, and its limit ix a principal ideal a'a); wn this case we hoie
l"lh“ =a.
..

Proor. See Theorems 50 and 68,

At this place we mention a theorem which may be consdered we a generalize-
tion of Theorem 20:

Tueores 88. If U is the class of the subelements of a sequence a, . we b

(34) i ala,) = U”.
Proor. It i= evident that \
Z' II - .’0‘) - u \

if 3 is the distributive lattice of the ideals of the given Boolean ring, and fron
this and from Theorem 36 there ensues immediately the weorted Relation 43
6. Relations between Interelements, Lower and Upper Limits, and Limits

Toeorem 89. Ifa, < b, forn = 1,2, 3,
quemc.,calﬁmb exists, then

i ux an anlerelement of the s

(35) a < limb,.

a—s
Tueorew 90. Ifa, < b forn = 1,23, ---
elemerd of the sequence b, | then

i a, exvsta, ared b s an ontey
i

35) lim a, < b,
.-
Proor oy Tusoress 89 axp %), [t i obviousthat a, < 4, forn = 1 29
implies
*isn afa,) © ¥ tim alh,)
s st
and =
| BT ’ ’
lisn afa,) © " lunah,
. - - -n
After this is settled Theorems 89 and 90 can be caly concluded fros Tre,

remn 84,
Tuporem 9. Ifa, < b forn =123 -..

i ae < bzu b

.- .~

thun Lhusen / the veligtinms

lisn g, < liu b,

D .-

lis e, < i b,

D “—an

tdd an whach both wdes exiat.



DL s e, < o e L .,

Proor.  See Theorems 89 and 90.
Tarorem 92. Iflimb, = 0, and a, < b, for n = 1,2, 3, ... then also

lim a, = 0.

Notice that 0 is the only subelement and the only interelement of the se-
quence a, .

Lemma 8. Ifa. < ajandby < by fork <L k,1=1,2,3, ..-and ¥ = ;0.
and Fo5 b, exist, then 3%y ab. exists too and is equal to 351 @u-3 ooy b, .
Proor. We have obviously

tc.-.t_‘ by > auly

=]
for every k. If ¢ > a.b, for every n then
c>ady

fork,1=1.2,3,.... From this ingquality we get by using twice Theorem 13

the inequality

c> in.-ib.

which proves the assertion.
Lessa 9. Ifae > ajand by > by fork < Lk 1=1,2,3, ... and [[2, a. and
Iz b. exist, then [ 2. (a. \ ba) exists too and is equal to [[ 2 an v [[2-1 b .
Proor. H:_, a. V II'.'_, b, < ay \/ b for every k. If ¢ < a, v b. for
every nthene < ay v bifork, 1 = 1,2.3, ... . Hence we get by using twice
Theorem 12

c€ II: a, IIl ba.
This proves the assertion.
Turores 93, If lim a. and lim b, exist then lim a,b, ezists too and is equal

- .- . —

to lima.-lim b, .
Lt ] -

Proor.

- -
"lim a ash o= " lim ala)atb.) = 2" 1™ ataatbe)

- ) v [‘ﬁ . ﬁ‘dn)-g.‘ﬁ"h)];

hence. by Lemma 8,

* i a'a.be -i' I 'a«'a.-i’
=

=
x " ’ ;

I alb) = " lim ala.)- "lim a(b,),

* — -] aml - ) —

o T T ~
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and, by Theorem 85,
®im a(a,b) = a(lim a.)-a(lim b,) = a(lim a,-lim b.);

from this follows, again by Theorem 835, the assertion.
Turores 94. If im a, and lim b, exist then lim (a. / b, exists too and o
L e ] Load 3

-ee

equal to lim a, v/ lim b, . E

M;”Conm:.&c proof of Theorem 93 and see Lemma 9 and Theoran 56
Tueorem 95. If lim a, and lim b, exist then !i.'.".‘a' + ab,) exists too and 1x
equal to lim a, + lim a.-lim b, .
Proor. We have
ala, + ab.) = ala,)-a'(h,)
and. by Lemma 6,

®lirn a’(b,) = [Vlim alh.))’;

hence we have, by Theorem 93,

*lim ala, 4+ a.b.) = a(lim a,)-a'(lim b,) = a(lim a, + lim a,-lim b,
."'. "= - n .. " s L
Turoresm 9%. If a is an interelement of the sequence a, , ard boan wnterelime nit
of the sequence b, , then those of the inequalities
ah > lim a.b.,

L ad

avyvh < lim(a, /b)),
.-~

ﬂhd
a + ab > lim (a, + a.b.)

n—=
hodd the right-hand sides of which exist.
Prooy. See Theorems %4, 93. 94, and 935. - ‘
Tupores 97.  If a is an interelemend of the sequence @, ard Lz b, ezvats ther

o lim by ix an intirelemend of the sequence ab. .

Prooy. \\o- have for |l = 1.2, 3, ---

- -
o ; . . L I /
limala.b.) = "lim[a‘a.alb.)] = !_I] Z ala, o'l

a - . —m be=s

- ﬁ" i * ala, by D[I'I‘. Z‘ ® ola, ]n- ol

e

= ’ljxna‘a.ull . "'I- '

. —
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benee
"’E«-.b.) > Mlim a(a.)- " im a(h.) = *lim o(a.) -a(lim b.)
Dala)-(lim b.) = ala limb.).

On the other side it follows from the first relation of Theorem 96 that
ala).allim b,) D " lim [ala,)a(bh,)),

alalim b,) D "lim ala,b,).
Liad ] LEd 3

This proves the assertion, secording to Theorem 84.
Trrones 98, (Corollary of Theorem 97.) ll lun a, and lim b, exist then
.-
lim a.dim b, s an interelement of the sequence a.b. ;
"— Ll
Turones 99, If a is an interelement of the squence a, , and lim b, erists,
Lhad
then a / lim by ix an interelement of the sequenee a, /b, .
Liad
Theorem 99 ean be proved in & way dually corresponding to the proof of
Theorem 97,
Turowes 100, (Corollary of Theorem 99.)  If lim a. and lim b, exist then
N Lhad ] Ll ]
litn a, '/l by s an interelement of the sequence a, 4 b, .
oA popan v
Turores 101, If a 1 an interelement of the sequence a, , and |ig b, ezists,
Liad

thew a = a lim b, s an interelement of the wquenee a, + ab, .

-

'noor.  We have

ala<+albmb, = ala).lima’th,)

Ll ] Rl
see Lomma ) henee ala = a lim by ) is, by Theorem 97, an interelement of the
N-a
sequence gaa’hy) = alay, + ab,) with respect to N,
THrones 102 "nrnllur\' of Theorem 101.)  If lian a, and lim b exist then

a=a it
Lt s = L acim by i an inderelement of the squenee a. ~ a.h, .
- Y Cem
Tivorest 104 If lim a, cxists, and b is an interelement of the sequemee b, .
s
wolmeoag =« b lim ag s an interelement of the squenee o, ~ a b,

.- .

Ihe proad follows from the equation

alima, + blima,, = “limala,.a'h

P .- .-

Thearem W3 for @’ b) is, by Lemma 7, an interelenent of the sequenes

oa
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Tueorex 104. (Corollary of Theorem 103.) l!li-c.uullipl..uuluna
hl.-l'h&-hb.u-“-dd&mc.fc&.
‘l‘--nlﬂ. III’E-.-JI-A.M and x 15 an interelesment of the

sequence ab, , then
zr < lima,- llnk

Proor. We have, by Theorem 89,
z < lim a,
and
z < limb,;
n.--

henee

z < lim a,-lim by,

- -

Tupores 106, If lim a. and lim b, exist, and z s an onterclome rit of the s

n - L

quinee g/ by , then
z > lima, v limb,.

" L

Proor. We have, by Theorem 90,

z > lim a,
Ll
nd
z > limb,;
Lad
e

7> lima, v/ limb,.

PR " -

Turones 107, If lim a. and lim b, exist, and z w8 an indereloment of th

L iad .-
Jarnee a, -~ ab. , then
z < lim a, + litn a,im b, .
" — . — .-

1, ~ ah,

Proor. Sinee o2'r) is an interelement of the swqguence o
2. 8'(h,) with respeet W0 R, we have, by Theorem 105 and Lasnnit

' " ’
22 € himala.). *lima’(h,) = g limala.). " lim o'h,

L Ead . — . - .-
: -
= olliupa,)-¢Jinb, =c¢c'luna. <+ lun .-
. - - - o — P
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Turorem 108, Tm#w“%ﬂ)ﬂﬂ)“
have @ sense are valid:

(37) limc.b. < El.-bb-
(38) lun a.b, < lllll a,-lim b,
Ll
(39) . hmc.b.>lun¢. hmb.
L ]
(40) Iun ab, < hmc. lim b,
Lhad J
(41) hmfa.vb.)>hm¢.vlunb
Ll ] Lhad
(42) hm (a, v b,) > hm c. v lun b.
Lhad ]
(43) lim (a, vb.)(lnnc.vhmb
R -
(34) lim (a, v b,) > lima, v lim b,
Liad ] g Liad ]
(45) lim (a, + a,b,) < lim a, + lim a,-lim b,
L ] Lad L Ll
(46) 2 lim (a, + a.b,) < lim a, + lim a,-lim b,
LEad ] Lt ] " - Liad 1
171_' lim (a, + a.b,) < lim a, + lim a,.lim b,
" - g 3 " - -
s lim (a, + a,b,) > lim a, 4+ lim a,-lim b,
"— L ... " -
19 lim (a, + a.b.) > lim a, + lim a,-lim b,
50 3 lim (a, + a.b,) < lim a, + lim a,-lim b,
"— L Ll .-
51 lim (a, + b,) < lim a, + lim b,
52 lim (a, + b,) > lima, + lim b,
53 hm (a, 4+ b,) > lim a, + lim b,
Proos
Rudution B7) (3%) (30) (30) (41) (4% +4s) (44) (45) (45) (47) (45) (49) (50)

Fheorem 0 105 9% 105 100 106 100 106 104 102 107 104 102 107
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l!a.,ﬁb. ud!g(-.-i-b.)-uuanm(u. + ab,) exists w0 and
h“b.‘.'#bﬂ.-sh M'&) O the other side we bave
ﬁ+*-(‘p+“m
h(l--fl-b.) Ii-(¢.+b.)lm-¢.

(Theorem 93.) Thus we have
(54) b (a. + b.) lim a, = hm a4, + qu a. -lim b,

Further lim (a, + b.) lim b, is, /by Theorem 98, an interelement of the sequenee
- .

(@, + b)b, = ab, + b,. Hence we have, by Theorern 107,
(55) : Iun (ay + ba) lim b, < lim a,-lim b, 4 Jim b, .
From (54) and (55) we get

(56) Ilm (an + b.)- (lun a.V limb,) < lima, 4+ limb,.

Since lim a, v lim b, is, by Theorem 100, an interclesnent of the sequene
Liad Lliad d
a,\/ b.,and a, + b, < a, \/ b, we have, by Theorerss 90,
llm (ae + b,) < lim a, '/ lim b, .

Thus (56) involves (51).
If lun a,, hm b, , and Iun (a, + b,) exist then lim a,, 4 lim ol b, and

" e " oen " -

lim a. lun b + lim b, are, bv Theorem 104, interdements of the scqguenoe

e »—

et 'll.h.lndl-b. + by respectively. Hence we have, according 1o the sceond

relation of Theorem 96,
'lun¢.+ lunc. llmb.) V(Iun a,- lun b, + lim b,)

"

< lim (g, + asb.) '/ (ab, + b,

i.e. Relation (52). Relation (53) we can prove in the sarme: way, using Theoren
102 instead of Theorem 104.
Turores 109, I! lun a, and lim b, exist then Vs ab, exists o awd s equal

- —— .-
to lim a,-lim b, .

n—— n—=

Proor. See Theorems 98 and 105.
Turoxres 110, l[lxm a. and lim b, exist then lim (0, "/ 'b,) exsts ton and

equal to lim a. hmb
- " -
Prooy. Bee Theorems 100 and 106,
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Tueoren 111. I!ha.ulht.dtluﬁ(c.-l-c.b.)cubuqd

hq.luhc.-i-ha.-bb.

Proor. Su'lha-lﬂ-dm
Tueorem 112, IIE-..Jhb.mth(c.-i-lJ-)Mbﬂ‘

iuqulloﬁu.-l-lih hb.
Llad n—n "
Proor. See Theorems 102 and 107.
Tueorey 113, If lim a, and lim b, ezists then lim a, + lim b, is an inter-
N n-—n Liad ] n-—n

element of the sequence a, + b, .
Proor. We have, by Theorem 95,

(57) .li_%(a.+a.h.) = !jg;a-+ !i%l;ﬂn-!i_l.l;b.
and, by Theorem 111,
(58) lun(a.b +b-)-l|£:¢-hmb-+hb-

From (57) and (58) and from Theorem 100 follows Theorem 113.
Tueorem 114. If lim a, and lim b, cruulwnhma. +I}Eb.u¢nmer-

element of the sequence a, + b, .

Proor. Compare the proof of Theorem 113 and see Theorems 95, 112, and
100.

Tueorem 115.  If the sequences a, and b, converge, the sequences a b, ,a,\/ b, ,
and a, + b, converge too, and we have

(59) lim a.b, = hm a,- llm &

(60) lim (e, Vv b,) = lim a, \/ lim b,, and
n-— A had L g ]

(61) lim (a, + b)) = lnma..+hmb.

Proor. (59) follows from Theorems 93 and 109, and (60) from Theorems
04 and 110. Further Theorems 95 and 111 (or 112) involve

(62) hm(o.+a.b)-hma.+luna.hmb
" PR

and

(63 lim (a.b, + b,) = lim a,-lim b, + lun s

From 62) and (63) follows (61), by the aid of (60).

Turoren 116, Ifaa; = 0for bk, 1 = 1.2, 3, ...  k 7 [ then

lim a, = 0.

.- —=
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Proor. 0 is obviouly the unly subelement of the sequence a, henee we
have, by Theorem 21,

lim a, = 0,
Ll ]

If a is an arbitrary interelement of the sequence a,, , then aa, is an interclement
of the sequence a.a, for every k. Hence aay = Ofor k = 1,2, 3, ... . (See
Theorem 25.) Since a is also an interelement of the sequence aa,

we obtain

a =),

This proves the theorem.

7. The Closure-Topology I'(r(4))

The sequential topology 7(A) in a Boolean ring A, defined by Definition X,
determines a closure-topology I'(7(A4)). [Compare (111), Theorem 15 O
Theorem 29 involves that a subelass of A ix closed if and only if it contain-with
every convergent sequence also its limit.

Tueorex 117.  Any closed subring a of a Boolean a-ring A is itself a Boolear
o-ring.

Proor. Ifa,(n=1,23, ...) are elements of a then II *a, und i ' a

nowl

3 - o’
exist and are contained in a. Hence, by Theorem 47, [[* 0, wnd 3¢

"ol

" .
exist too. (They are even identical with [ [ a, and 22 a, reapectivels
nol "ol
Tueores 118. If a is an invariand g-subring of a Boolean ring A and o
(n=1,23 ...) are elements of a, then ‘*'Vim a, and "*'ligy a, c.rixt and wre con-

N "eom

tained in a. Hence a is especially a closed subring of A.

Proor. Seé Theorems 38, 51, and 52

Tueorexm 119. I[a. (n =162 3, vos) are elements t,f a elosed el g uf a
Boolean ring A, and a is an interelement of the gequence a, with respect to 4ty
s contained in a.

Proor. We have, by Theorem 42,

-~ -
“him Y aua = 3 qa = a.

» om0 kel b
aa (k= 1,2 3, ...) are elements of a because a is an ideal.  The <ame |
also for all elements of the sequence 3 * @ (n = 1,23, ... ): thus alo fu
bl

its limit @ because a is closed.
Tupores 120. Every normal ideal of a Boolean ring 1x elosed.
Theorem 120 can be easily deduced from the definition of a
from Lemma 5.
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Turones 121, If A is an invariant subring of a Boolean ring B, N is the mazi-
mal join-extension of A invariant in B, a, (n = |,2,3,---)mdc?nnhdﬂ,'¢
iaanrlemmla[ﬂ,andrilhrra]lhrdaﬁom"’liglc.-acad.ﬂ; a, = ais

valid, then a is contained in N. N is especially a elosed subring of B.

Proor. Let B be a complete invariant extension of B (see Theorem 69) so
that A is, by Theorem 53, invariant in B, and N the maximal join-extension
of A invariant in B. (Compare the proof of Theorem 70.) If now a,
(n=1,2,3, ...)areclements of N, and “lim a, exists, we have, by Theorem 51,

noew

Blim a, = ®lim a, ;
" e Lt

on the other side the elements a, are also elements of N. Hence “lim a, is,

Lt ]

by Theorems 70, 75, and 118, an element of N.  From this and from the defini-
tions of N and N it ean be easily concluded that “lim a, is an element of N.
Ifa, (n=1,23,...) are elements of N, and ““lim a, exists, we can conclude
in a similar way. o

Tueorem 122, If A is an invariant subring of a Boolean o-ring B, the maximal
Join-extension of A invariant in B is itself a Boolean o-ring.

Proor.  See Theorems 117 and 121,

8. Double Sequences

DeriNttion 13, Suppose that to every element of some class © of ordered couples
(m, n) of natural numbers there is assigned an element a,,, of a given Boolean ring A.
We say that such a correspondence defines a double sequence in A if to every natural
number k there exist two natural numbers m and n such that m 2 k, n 2 k, and
(m, n) e®, —

Deristtios 1. Letall) and all) be two double sequences in a Boolean ring, and
@ and @ the classes of ordered couples of natural numbers for which they are
defined. I this case we say the double sequence all) to be a partial sequence of the
the double scquence a® o' c 8 and al') = o Jor (m, n) €O,

Drrixttion 15, Leta,, be a double sequence in a Boolean ring A, O the class
af wrdered couples of natural numbers belonging to it, and u an element of A. In
this case we call w a subclement of the double sequence a., if there is a natural
wumber & such that

<,

Jorm 2 kon 2k (m, n) e®,
Devistrion W6 I the signs Voo, and O hare the same meaning as in Defini-
fon 15, we enll an clement o of A a superclement of the dowble sequence a,., if there

1 n waturnl wamber b such that

® D> G

foor & E.ow 2k (e n)e®, ¢
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Now the notions of interelement, lower limit, upper limit, convergence, and
limit can be defined for double sequences just so as for simple sequences.  1f
s is & double sequence in a Boolean ring A, the sign © has the same meaning
as in Definition 13, and the lower limit of the double sequence a.., with respect
to A exists, we denote this lower limit by “’lim @... or more simply by " 'lim «..,

Ll Bad ] -
(wn)ew

in case O is the class of all ordered couples of natural numbers.  The sign-
“hm G , “lim @, “Vlim @, and “lim a., are to be understood in similar
(::T:‘ LN Aag (::T‘.“ L

sense. In all these signs the superscript (A) may be omitted if there is no doulit
to which Boolean ring they refer.

All theorems on simple sequences obtained until now, except Theorems 31, 32,
33, 34, and 35, can be pronounced with little changes of the wording sl for
doubles sequences.  For instance Theorems 29 and 30 assume the following
forms:

Tueorem 20': If all) is a partial sequence of a double sequence a.’) | @' aud
O are the corresponding classes of ordered couples of natural numbers, and lin o’

-

. (o evy
exists, then lim al),) exists too and is equal to lim al®) . "
(o) o ()

Tueorem 30°.  Any system of a finite number of convergent double sequene:
with the same limil is again convergent with the same limit, if by a subelement
(superelement) of a system of double sequences be meant a common subeleme nt
(superelement) of these double sequences, and the notions of an interclement, Lo
limit, and limil of a system of double sequences be defined accordingly.

In Theorems 36 and 37 the signs [ 2. ax and 357 a, are to be replaced 1

=
the signs n ay; and z ay; respectively.  Also Theorems 39, 10, 11, and 12
)0 @hee

are to be changed in a similar way.

A special case of Theorem 29 is

Tueorem 123. If Apn (M, n = 1, A 3 - <) are clements uf a Boolean o ny
meand ny (k = 1,2, 3, ...) natural numbers such that m, —+ = and u, ~ » fo
k — =, and lim a,, exists, then lim a,,,., cxists too and is cqual to lim .,

- Iowm .

"-n e
(mn)el't)

It is an open question whether Theorem 123 can be inverted, ieo whethe
lim a.,., = awhenever my — = and ny — = for b — = unplics lin o, “
I em -

"

We shall return to this point onee more in §10.

9. Fundamental Sequences

Denisimios 17. A sequenee of elements a, of a Boolcan ring A 1 said to be a
Jundamental sequence with respect to A if

“Mim (an + a.) = 0.
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A sequence a, is a fundamental sequence of and only 1f the
sequence for every element b.

*h“ﬂ Ml.-d_l.
xgM 125, A bounded sequence is a fundamental sequence if and only 1f
condition is satisfied: if z is an element of the property that

z<o+u
“-hc*ﬂ.ﬂaaWcl&'

o+--uw-d-ddthwml.+¢.. :
superelement ¢* of the double sequence a., + a,. there exist subelement u and

.Woddnwc.-ebu
(64) o =0+u

lef-nmmtdﬁedubhwc.-bc. there exists a natural
number k such that

(65) C-+l.<0‘
form 2 k,n 2 k. From (65) follows
Gu + 6u0* < a, < an V 0°.

Hence a,. + a.0* is a subelement, and a,. v ¢* a superelement of the sequence
a,, provided that m 2 k. Onu:eothernde(ﬂ)--tﬁadivepm
U= Qu + Au0®, 0 = au V 0"
\fwrthummtdel%ldhneﬁlyfmmn
ltuob\wthndwfundmtqumdumringmhedﬁed
by their properties stated in Theorems 124 and 125. (»ompure Definitions 3
and 4.
Turorem 126, Any fundamental sequence has al the uhwd one interelement.
Proor. If a and a* are interelements of the sequence a, then a + aa® and 0
are interelements of the bounded sequence a.(a + aa®*). Hence 0 is the only
subelement of the latter sequence, and if o is a superelement of this sequence,
then

a + aa®* < o.
The more we may say that
a+aa®* <o+ u
whenever w is a subelement and o a superelement of the sequence a,(a + aa®).
I the sequence a, i= a fundamental sequence, the sequence a.(a + aa®) is, by
Theorem 124, likewise s fundamental sequence, and from Theorem 125 follows
a = aa* = 0. Just so we can prove that a* = ea®* = . Hence ¢®* = a.

Tueoresm 127, Every convergent sequence 1x a fundamental sequence.
Proor.  See Defimition 17 and Relation (61) of Theorem 115.

INTRINSIC TOPOLOGY OF BOOLEAN MINGH 1183

On the other hand it is not m that every sequence without an interelement

{ is & fundamental sequence. Let A be the Bmlemmdulllmm-rlw- of

natural numbers, form = 1,2, 8, ... gy = [1,2, 3. ..., n} (the ¢l of the
numbers 1,2, 3, --. , n), ag = 0 (the void clam), l.ml (u -2 3, . ..)
12,3, -«+,nl. Then the sequence a. (n = 1, 2, 3, ...) has no interclement
(there is no element a satisfying a > w for all subelements w of the MAGUenee )
and it is not a fundamental sequence either.

Tueoxew 128. If a is an invariant wubring of a Boolean ring A, and o,
(n=1,2,3, --.) are elements of a, then the sequence a, ix a fundamental soque e
with respect to a if and only if it is a fundamental sequence with respect to A

Proor. See Theorem 50 and Definition 17,

Turores 129. A sequence of elements a,, of a Boolean ring A vs a fundumentol
sequence with respeet W A if and only {f the sequence ala,) (s convergent with respert
o N.

Proor. See Theorems 38, 68, 126, 127, and 125,

Turores 130.  Every monotonic sequence of elements of a Boolean ring s o
Sundamental sequence,

Proor. See Theorems 35 and 129,

Derisimon 18, A Boolean ring A ix called g-complete of vvery Surndamertol
sequence in A converges with respect o A,

Turores 131. A Boolean ring A is o-complete of and only of A 15 a Joolio
o-Ting. '

Proor. If all fundamental sequences of A converge, unda, (n 1 2.4
are elements of A, then from Theorems 32, 34, und 130 follows that [[7 4
and Z...a. exist. If A is a Boolean o-ring, every fundumental sequence of
has, by Theorems 38 and 126, exactly one interelement,

D. van Dantzig (1) has shown how every topologicul ring  cutislving 1
neighbourhood-axioms of Fréchet-Hausdorff and having the propert s th
difference, and product of two elements of the ring are continuous funetion o«
these elements, can be extended to a topological ring of the wume bind wnid
the property that every fundamental sequence of the extended ring i consverges
In this" paper we have defined for every Boolean ring A un inteinsie wcouens:
topology 7(A), and have not eonsidered any other sequential topology o 4 e
now. Therefore if we consider an extension F of A we are interested o
the case that B ix again a Boolean ring, and that the sequential vopolog /4
i= an extension of the sequential topology 7(4). We know alrewdy thar o« /2
1 m.\' an extension of (A if B i» an invariant exten<on of 4 Theones
3.) And Theorems 69 and 13] show that any Boolean ring 1 can be i wrie
extended 1o a Boolean ring B in which every fundumental sequence conseng
Now we shall try to define the notion of a minminl inyuriant extension of
thix property, analogous to the notion of & minimal complete imvarunt e
of A, defined by Definition 12.

1.“'1”“ 132. IIW mean 'Iy the xum ”] twoy sequerss s o, and b, inua B
ring A the sequence a, + b, , and by their product the sequenes a b, the s



g
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in A form a Boolean ring 8; the fundamental sequences in A form a subring F of
8, the convergent sequences in A form a subring C of F, and the null sequences Hence we have, by Theorem 41,
(sequences converging towards zero) form an ideal n tn C. . g“’mc-c
Proor. The first proposition is evident. The second proposition follows =
hﬁ.m s
X (.-+b-)+(¢u+b-)-(¢-+¢-)+(b +bn) u);u) b

aGa =

‘J- + C.b. - C.(b. + b-) + (‘- + .-)b-

and from Theorems 92 and 115, the third from Theorem 115, and the fourth
‘from Theorems 92 and 115. easily conclude that also

Now let A; be a homomorphic image of F such that there exists a homo-
morphism ¥ from F to A, determining exactly the ideal n of F. (l.e. n shall ‘i
be the class of the elements of F carried by v into the zero of 4,.) Such a >
homomorphic image of F is for instance the quotient-ring F/n. Two elements Hence we have
of C are carried by ¥ into the same element of 4 if and only if they are sequences »
convergent with respe#t to 4 and having same limit with respeet to A. 2@ ab=b
Hence if we denote the image of C in A, by C* and assign to every element a of ne»
A that element of C* in which the convergent sequence, having all terms equal and, by Theorem 41,
to a, is carried by v, then this correspondence is an isomorphism between A and L b b
C* Hence.l,mbechmeninmha"lythutheimgedthewqw Pt !

la,a,a, ---|in A, ix identical with a itself. In this ease A, is an extension of A. whenee

Dn‘mmoslﬂ Let the signs A, F, C, and n have the same meaning as in i

Theorem 132, and let Ay be a homomorphic image of F, and v a homomorphism lim anb = b
F — A, determining exactly the ideal n of F and having the property that if a is an T
element of A, .the element of A, in which y carries the sequence having all terms equal because a,b ix a fundamental sequence. Thus we have fi, = bor f > L. This
to a, is identical with a. In this case we call A, a first fundamental extension of A. proves that

Two fundamental sequences a, and b, have the same image in A, if and only 3 4w
th&rdiﬂmce(thisisbentbemuc.+b.)s;mﬂnqm D. van ! by}
Dantzig calls such fundamental sequences concurrent.

Lemma 10, If A, ix a first fundamental extension of a Boolean ru'.l then A

forn = 1,23, .... BSince the joins n“’ asa exist (see Theorem 13) we can

) 2(‘) wa = b,

a=1

Turones 133, If the signs A, F, v, and A, have the same meaning o

P g - Definition 19 then any fundamental sequence in A converges with rospeet to 4
aria hat el F o TR ey
Proor. let 8B be a subclass of 4, nndbanekmtd.luxhthn — :d::fA.wh:dnu‘m: w"ﬂw-”!"
Proor. Fird we consider s monotonic sequence in A et o,
2 “a=h 1.2.3,---) be elements of A, and for instance o, < a, for | < |
ce® . 1.2,3, ... . We have
Further Jet f be an element of A, such that © “im a,a = 4 k=1.273
Lad
f>a . Hence we have, if f is the image of the fundamental seqguenc [«
for all elements @ of 8. If @, is a fundamental sequence in 4. of which the k=123,,;..
image in A, is f. then the sequence .2 + a must be contained in n. ie. we must Ja, = a,

have
or
“lim g.a = a.
-— l > a; .



is an clement of A, , b, a fundamental sequence in A the image of which is g,
dg > afork =123, ..., wehavefork = 1,23, ---

“Nim (as + asba) = 0,

whenece
alay) + alay) ®lim a(b,) = 0,
®lim ala,) + ®lim a(a.)."'liﬂ alba) = 0,
“lim (an + asbs) = 0,
and .
g>/
This proves

.
Y4 g = “Vlima, = /.

kel LRt

May,>afork <l k=123, ...,andfis again the image of the funda-
mental sequence a, , we can prove in a similar way that

Il“"u = W |Illl¢ - f,

Now let a, be an arbitrary fundamental sequence in A, and f it« image. From
what we have just proved follows that II Y @y and Z"' Qiyr-y CXist

and are the images of the fundamental sequences | | Y (n =123,...)
and Dl @iy (no= 1,23, ...) respectively.  But we have

“lim (u. 'l} Gpsir + .I:]. ﬂu&-l) =0

LEad

and

e Ilm n.+a.§m ._) 0.

"Henee
- - i
II“" Qs <f< Zx st FPI
=t = ;

From this relation it can be easily coneluded that f is an interelement of the
wquence a, with respeet to A, . Sinee this sequence is, by Theorem 128 and
Lemma 10, also with respeet to A, a fundamental sequence, Theorem 133 is
(See Theorem 126.)

proved,
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Lesya 11, If A, is a first fundamental extensiore of a Boolean ving A, then A,
is also a join-cxtension of A,

Proor. A, is, by Lemma 10, an invariant extension of A, Let N e the
maximal join-extension of A invariant in A, . Then we have, by Theorem 121,

NDA,

beeause all elements of A, are, by Theorem 133, lisnits of elements of A and by
this limits of elements of N with respect to A, Henee N = A,

In the paper (1) the ring which corresponds to the ring denoted here by 1,
has already the property that all its fundamental sequenees converge.  We
shall see that in our case this assertion is in general not trae though 1. van
Dantzig’s “Ringkomplettierungsaxiom” (the prodaet of a null sequenee and o
fundamental sequence ix n null sequence) is satisfied, necording to Theorem 92,

Lemuma 12, If A and A‘ are Boolean rings between which there erists an iuer-
marphism A, and A, and A} are first fundamental ¢ xtensions of A and A* resper
tively, then A, and A} are wsomorphie hm. and the imesmaorphism \ can be crtonededd
to an isomorphism Ay between Ay and A} in cxaclly one way.

Proor. Ay ean be defined in the following way = et f be an clement of A,
a, a sequence of elements of A converging toward< £ with respect 1o A, al the
sequence in A* corresponding to the sequenee a, by virtue of A, nnd

= “limoal
LEad
this correspondence f —s f* ix the desired isomorphi=r A,

In the jollowing we shall denote by p the smalle-<t ordinal nmlber v bl o
the ordinal type of an uncountable set,  More precicely et § b the ordinsd
number of some uncountable well-ordered set, and p the <onmllet ardinad vl
satisfving p € ¢ which ix as well the ordinal type of an aneountable o

Devisirion 20, Let A be an arlatrary Boolean oo ey, and o v ool mmbe s
Mlhnfying asSp Lot ux lluign a Boulean reng .‘, tew exriag wrdhonad vivvmb s i 11l
Juing u = a by the following transfinite induction:

1.) Ay s a first fundamental extension of A;

2.) if the ordinal wumber u hus a predecessor v (Hesan p v
Sirst fundamental ¢ rtension of A,

3.) if the ordinal number u s a Imul number then

7

the sign X denoting the set-theoretical union; the rimg-espperations o A e o b
n the ,"a"""lﬂ way: lfll and b are elements t/f B, voed v an vrdinal voumib
thaty < yaed,,beA,, then

by then A, i«

ad, b = ad, b,

apa,b=ap.b
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In this case we call A, a fundamental extension of the Boolean ring A of the
order «.

I w iw an ordinal number satisfying 4 < a, the Boolean ring A, appearing in
Definition 20 ix obviously s fundamental extension of A of the order 4.

Tuvowesm 138, If A in an arlitrary Boolean ring, a an ordinal number satisfying
a 5 p, and A, a fundamental cxtension of A of the order a, then A, is a join-
cxtension of A,

Proor.  See Theorems 62 and 63, Levima 11, and Definition 20,

Tuvonem 135, If A ix an arbitrary Boolean ring, a and 3 are ordinal wumbers
satisfying 3 < a & p, Ay and Ay fundamental e stensions of A of the orders « and 8
respectively, and Ay © A, , then A, in a join-cxtension of Ay .

Proor.  See Theorems 61 and 134,

Lemma 13, Let A be a subring of a Boolean ring B, and A, the class of all
elements of B which are limits of sequences of clements of A with respeet to B.
Then Ay, (s a subring of B containing A, If A ix expecially invariant in B then
Ay ix a joinscxtension of A invariant in B.

Proor. It is evident that A, D A, That A, ix a subring of B follows
from Theorem 115, If A i« invariant in B, Theorem 121 involves that Ay,
ix contained in the maximal join-extension of A invariant in B.

Devixirion 21, If the mgns A, B, and Ay, have the same meaning as in Lemma
13 then Aoy, i called the first imit-ring of A in B,

Devisimion 22, Let A be a subring of a Boolean ring B, and o an ordinal
wumber satisfying o € p. Lt us assign a subring A, of B to any ordinal number
u satisfying u = a by the following transfinite induction:

1) Ay dsthe first Limitsring of A in B;

2.) of the ordinal wumber u has a predecessor v o that w = v + 1) then A,
s the first imitsring of A, in B;

B of the ordinal wumber w i a imit-numbe r the n

TR Dy Py

wa

by K denoted the lattiee of all subrings of B.

I ths case we call A, the limit-ring of A in B of the order a.

Tirowes 136 I 0 v an omariant subring of @ Boolean ring B. then any
bemetacong Ao owf 0w B oas onvarsant in B and o joins st nsion of N and of every
Lemet-ring of N on B of lower order.

Proor . Fram Definition 22t ean be easily conchaded that 4 L i~ eontained
i the maximal joinextension of L invariant in £ For the ret wer Theorems
5160 Gk and T0

Tvowen 137 2f 0 as uny Buslean ring. o an antinal wumber satisfying
o oo L fundamental cxtension of | of the aovier o, and B an imcariant « slension
af AL then A s the limitring of N in B of the wvier .

Proor Ascign o Boolean ring 1, to anyv oodinal number satnfving u < @
it sk ooaay that the rings 1, (g < o) satisfy the eonsditions stated in I efinition
2 Lot s suppene that m < o, and that we have alrvady proved that 4 i
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the limit-ring of A in B of the order o, . Then et o, bes 2 sequence of elements
of A,, which has a limit @ with respeet to B, Since A =, by Theorems 53, 61,
and 135, invariant in B, the sequence e, i a fundamentad sequence with respeet
10 A,, sccording to Theorems 127 and 125, Henee this sequence has, by Defini-
tions 19 and 20 and by Thearem 133, a limit with respeet vo A, nnd this limit
s necessarnily identical with a, beeause also A, i= invariant in B Henee
aeA, . I we asume conversely that a is an element of A, then a is, by
Definitions 19 and 20 and Theorem 133, the limit of some sequence of clements
of A,, with respeet to A, and consequently also with respeet to B beeanse
A, .o is invariant in B, Thus we find that e is an element of the limit-ring of
A in Bof the order g + 1. Henee this imit-ring is idesstieal with A, ., . We
see that Theorem 137 ean be proved by transfinite induetion; for the eonelusion
frem the predecessors of a limit-number to this limit-numsbser itself is still simpler,

Turones 138, If A ix any Boolean ring, a and 3 oredenal wumbers satisfying
3% asp and A, a fundamental extension of A of the erder o, then there crists
cxactly one subring Ay of A, which ix a fundamental crteveseon of A of the arder 3

Proor. The existence of Ay follows from Definition 20, the uniqueness from
Theorem 137, (A, i the limit-ring of A in A, of the order 3.)

Turones 139, If A ix an incariant subring of a Booleevrc a-ring I8, o an ordinal
wumber dd'!"u < p,and A, the Limit-ring of A o0 F$ aof the order o then A,
1o a fundamental extension of A of the order o,

Proor. a, (v = 1,23, ...)areelements of A andd the sequence consisting
of these clements is a fundamental sequence with respeet 1o A it is by Theorem
125, abwo o fundamental sequence with respeet to B8 henec it s by Theoren 131
convergent with respeet to B; its limit is an clement of 4 0 Conversely any
clement of A,y can be oltained in this way,  1f we assiggn 1o cvery fundamental
waquence in A that element of Ay, which i its Limit w ith respect 1o 18 we gt
a bomomorphism ¥ from the Boolean ring F of the fundizamental <cquences
to 4y, of the sort demanded in Definition 19, This prosses the theorem for the
o a = 1. The general theorem follows now by tran=finite induction

Tuvonss 130, Lot A and A* be Boolean rings Wtwee v which there orits un
o phism A, a and 8 ordinal numbers salisfying 3 < e < p. A0 Sundam ntal
< ste maren of A of the order 8, and A: Gllﬂfllﬂl nlal crtevessom of A* of the wrder o
Then there exists e xactly one subring B* of AL wuch that ¢l cxomnorphism A con b
«rtewebed o an Omﬂi- Ay between Agand B*. A 1x oo Ly determned  aned

2% vx a fundamental e xtension of A* of order 3. Af opeevally 3 - o then  id
ie:

Proor. et A b a subring of AS whieh is a fundzagnental extension of A*
oA the order 3. That A] exiscts and i unique follow - (romn Theorem 135 1 we
pat B = A7 it enues from Lemma 12 and by transfanite induction that the
eanerphism Ay , demnanded by Theoremn 130, exi-t« and 3= wnigue. The unigue-
tes of RB* = mvolved by Theorem %53

Tuvowss 140, If A in a sdoring of a Bodean cing 15 the closure of A on B ir
s well a swhring of B; if is identical with the limit-ring A . of A oo Jiof e wrdir

Proor. Ieta, bwa werguence of hements of 4, whaeds ba- a lian o with re-
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spect to B. Further, forn = 1,2, 3, ... let a, be the smallest ordinal number
which is not larger than p and has the that a, is contained in A, , by
A (8 S p) denoted the limit-ring of A in B of the order 8. Since p is a limit-
number we have certainly

a ¥ p

forn = 1,2, 3,... Further let « be the smallest ordinal number satisfying
the inequality

amSasSp

forn =1,23, .... We have

a ¥ p;

for the asumption a = p would imply that » would be the ordinal number of a
finite or countable set, contrary to the definition of p. Hence we have also

a+ 135,

Now the clements a, (n = 1,2, 3, ...) are all contained in A, . Consequently
the element

a = “lim a,
Liae ]
i~ contained in Ay, . Thus we have
' aed

and it is proved that A, is a closed subelass of B. On the other side it can be
shown by transfinite induetion that any subelass of B elosed under I'(»(B)) and
containing .1 contains A, whenever a < p, and by this especially 4.,,. Thus
Theorem 141 is proved. )

If B is especially the Boolean ring of all sets of real numbers, and A the sub-
class of B defined by the property that a is an element of A if and only if it is
cither the empty et or the union of a finite number of sets, every one of which
i~ either an open real interval or consists of exactly one real number (see the
example stated after Definition 9), then A, is the Boolean ring of the Borel
~et~ of real numbers,  In this case it is known that the rings A, (a £ p) are
all different. Sinee B is a complete Boolean ring here, A, is, by Theorem 139,
afundamental extension of A of the order a. It follows that if A, is a first funda-
mental extension of A, Ay is not a e-complete Boolean ring. If we compare
this result with the results of §7 of the paper (I), we find that the sequential
topology 7.4) of a Boolean ring A defined by Definition 8, in general cannot be
derivated from a neighbourhood-topology satisfving the axioms of Fréchet-
Hausdorff,

Turoren 1420 If A, is a fundamental exter..on of a Boolean ring A of the
ey p then A, 1s a Boolean o-ring.

'

INTRINSIC TOPOLOGY OF POOLFAN RINGS 1191

Proor. Let B be a Boolean o-ring and an invariant extension of A, . That
such a Boolean ring B exists follows from Theorem 69. Then A, is, by Theorem
137, the limit-ring of A in B of the order p, and it follows from Theorem 141
that A, is closed in B. ha.h.mmmwmyt

DervitioN 23. An extension A of a Boolean ring A is said to be a minimal
invariant g-extension of A, or shorter: a a-completionof A, if A isa Boolean o-ring
invariant over A, and no proper subring of A containing A is itself a Boolean a-ring.

Turorem 143. An extension A of a Boolean ring A is a minimal invariant
o-extension of A if and only if A is a fundamental extension of A of the order p.

Proor. 1f A is a minimal invariant s-extension of A, the limit-ring of A in
A of the order p is, by Theorem 139, a fundamental extension of A of the order
p; hence it is, by Theorem 142, a Boolean o-ring, and Definition 23 involves
that it cannot be different from A. If 1 is a fundamental extension of A of the
order p then A is, by Theorem 142, a Boolean o-ring and, by Theorem 134, a
join-extension and by this an invariant extension of A. (Theorem 61.) .()n
the other side 1 is, by Theorems 137 and 141, the closure of A in 1. If Rixn
o-subring of A containing A then R is, by Theorems 61 and 64, invariant in i
and, by Theorem 118, closed in A. Hence R = 1, and it is proved that Aisa
g-completion of A. . '

Tueores 144. If A is a a-completion of a Boolean ring A, and B an invarian
cxtension of A, then A is the closure of A in B.

Proor. See Theorems 137, 141, and 143.

Tueorem 145. If A is an invariant subring of a Boolean a-ring B, the closure
of A in B is a minimal invariant o-extension of A.

Proor. See Theorems 139, 141, and 143. .

Turorem 146. If A and A* are minimal invariant a-extensions of the same
Boolean ring A then A and A* are isomorphic, and there is exactly one isomorphism
hetween A and A* carrying every element of A into ilar,(f.‘

Hence we may say that A and A* are abstractly identical.

Proor. See Theorems 140 and 143.

10. The Sequential Topology 7(I'(r(4)))

If 1 is any Boolean ring, the closure-topology I'(r(4)) in A, (:Ulhidf'ﬂ"l’il.l §7,
determines a new sequential topology 7(I'(7(A))) in A nn-m:dmg to tlll).. l. heo-
rem 15. The closure-topology determined by this sequential topology is iden-
tical with T'(7(A4)) or, in other words, the closure-topology l'f.’ .1.)'! and the
<equential topology r(F(r(4))) are equivalent. (See (II1), Definition 8 and
Theorem 18.) )

Lemya 14, If a sequence a, has a limit a wunder 7(A) it has also under
#T(7(A))) the limit a and no other limit. o . N

Proor. It is obvious that the sequence a, has the limit a also under
7(T(7(4))). If b # a, at the utmost a finite number of tel:mn' of the ne'quem-c-
a, is equal to b, and Theorem 29 involves that the terms of this sequence dlﬂor;lrnt
from b and the element a together constitute a et closed underI'(z(4)). 1
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infinitely many terins of the sequence a, . Hence b is certainly no limit of t
sequence a, under 7(I'(r(4))). This completes the A

Further it is obvious that our Theorems 25, 29, and 30 hold also for the

sequential topology r(I'(r(4))). (They hold in
topology.)
Tueorem 147. (Compare (VII), Satz 29.) If a.
are elements of a Boolean ring A then a is a limit
7(I'(7(A))) if and only if every partial sequence of the séquence a, contains a further
partial sequence converging lowards a under 1(A). Hence any sequence of ele-
ments of A has at the utmost one limit under r(P'(r(A4))). 4

Proor. If a set open under I'(¥(4)) and containing a fails to contain an
infinite partial sequence of the given sequence, no partial sequence of the men-
tioned partial sequence can converge towards a under (4). Hence if every
partial sequence of the given sequence contains a further partial sequence con-
verging towards a under r(A), the given sequence has certainly the limit @ under
r(T'(7(A4))).

Let us suppose conversely that the sequence a, has the limit @ under
7(F'(7(4))). If the sequence a, had not the property asserted in Theorem 147
we could state a partial sequence a,, (k = 1, 2, 3, ... ) of this sequence con-
taining no further partial sequence converging towards a under r(4). Then
the generalized Theorem 29 and Lemma 14 involve that the sequence a,, con-
tains no sequence convergent under 7(4) at all. Moreover we may suppose
that the clements a,, are all different from a. Thus the elements of A which
are different from all elements a,, form an open set which contains a, but fails
to contain infinitely many terms of the sequence a, . This result would contra-
dict to the supposition that the sequence a, converges towards a under
7(T(7(A))).

Desiximiox 24, If a, (n = 1,2, 3, ...) and a are elements of a Boolean
rl'ng A, we say that the scquence a, (n = LS A on ) conwerges mkly towards a
with respeei to A, or that a is its weak limait with respeet to A, and write

3
|
:

“Lima, = a
n-—=
if the sequence a, converges towards a under v(I'(1(A4))).
The words “with respect to A™ and the superseript in the sign ““’Lim a, may
Lt ]

he omitted if there is no doubt which Boolean ring is meant.

We have chosen the words “weak convergence” and “weak limit” for con-
venienee although the considered convergence under #(I'(7(4))) is no analogue
of the weak convergenee in a linear metric space,

A= far as the sequential topology 7(A) is concerned, we shall use the same
terminology and denotation in this paragraph as in the preceding ones.

The sequential topology 7(I'(7(A4))) is in gene & different from the sequential
topology (A Let A be the Boolean ring of those sets of real numbers which
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 are either empty or unions of finite numbers of right-hand open intervals.

(A is identieal with the Boolean ring b considered after Definition 9.) If wand »
are real numbers we denote the interval x S § < vby < s, »). Now put

T g .-r+n)
r ’

for2" Sn<2m=0123.... a(n=123,...) ure elements
of A. 1f m and n are natural numbers, at least one of the equations

s €y

a, = <

Qu > Gy,
and
‘Qutty =0

is valid. To a given natural number n, there exist at the utmost finitely many
natural numbers n such that

a, > Oy .

Henee any partial sequence b, of the sequence a, contains at least either a
partial sequence c, satisfying

(67) Css < Oa n=123,:..-)
or a partial sequence ¢, satisfying

(68) aer =0

(67) as well as (68) implies

k1 =1,2,3,--- ,k#1).

lim ¢, = 0.
"
(See Theorem 116.) Hence we have
Lim a, = 0.
On the other side we have b
e e 1 ey
a, = a0, (m 1 &y 9y ’
thus
g“_,, (n=1,23,--)
and
ﬁ;l‘- = .

Since a; # 0 the equation lim a, = 0 is not valid.
n--m
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TreoreM 148, Iﬂ.'nna.m'dchuilicuWJhm._a.-_l
of any partial sequence of this sequence. '
Proor. See Theorems 27 and 147.

Now it is obvious that our Theorems 50, 87, 92, and 115 are valid also for
the weak convergence. The same holds for Theorem 91 if it is pronounced only

for convergent sequences. Le. we have
Tueorem 149. Ifa, < b, forn = 1,2, 3, ..., and Lim a, and Lim b, ezist,
- n—e

then

Lima, < Lim b,.

P -
Proor. We haveforn = 1,2, 3, ...
a, = a,b,,
hence, by the generalized Theorem 115,

Lim a, = Lim a, - Lim b,
Lhad ] n-— n-s
proving Theorem 149,

If a.. i 1 double sequence in a Boolean ring A, © the elass of ordered couples
of natural numbers for which the sign a,., is defined, and a an element of A, we
say that the double sequence @, converges weakly towards a, or has the weak
limit a, and write

WIim . = a,
L R

(mn)etn

if to any open et containing a there can be assigned a natural number k such
that @,., i= contained in this open set form 2 k,n 2 k, (m,n) «©. If O is the

clas~ of all ordered couples of natural numbers, we write simply ‘““’Lim @, in-
LRt

“ead of ' Lim a,, . In both eases the superseript (A) may be omitted if

-

“wae ok

there i= no doubt which Boolean ring is meant,
Theorems 25, 20" (%), and 123 hold also for weakly-convergent double se-
quence=. Moreover Theorem 123 pronounced for weaklv-convergent double

couenees ean be inverted. e if my — =, ny — = for k — = implies

Litni @, ., a. then Lim a.., a To prove this proposition is not difficult.)
. ~n—e
In particular if my — =, 5y — = for k = = jmplies lim a,,,, = a, we have
-
Lim a.., a. On the other hand compare the remark after Theo-

25 Any double sequence of a Boolean ring 4 has at the utmost one weak
ith respect to A,
t 1= clear that also Theorem= 50, 87 v

t double COQUenees

115 and 149 hold for weakly-
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Deriximion 25. A sequence of elements Boolean ring A is said to be
e e g g P T 4 e

“Lim (aw + a,) = 0.
-,

Theorems 127, 128, and 132 continue to be right if we replace the notions of
“fundamental and “convergence” wherever they appear, by the
notions of “weak fundamental sequence” wnd “weak convergence.”

Trrxorem 150. Any two weakly-concurrent fundamental sequences are con-
current.

Proor. If a, and b, are fundamental sequences, and
Lim (a, 4 b.) = 0,
then there exists, by Theorem 147,;-a sequence #, of natural numbers different
from each other such that
(69) lim (au, + ba,) = 0.

==

On the other side we have, by Theorem 123 and Definition 17,

70) lim (a4 + a,,) =0
]

and

71 lim (b, + b,,) = 0.
b

From (69), (70), and (71) we get, according to Theorem 115,

lim (a, 4 b)) = 0.
b vm

Turorem 151, If b, is a fundamental sequence, and a, a scquerece of e prop
erty that every partial sequence of the sequence a, contains a fundaree bl sequenee
weally-concurrent with the fundamental sequence b, | then o, 1 Voerd furtumental
sequence weakly-concurrent with the fundamental sequenee b,

Proor. First we dbeerve that any partial sequence of a Tundamental
quence ix a fundamental sequence concurrent with the whole sequenee This
ean Beo l'uhll\ concluded from Definition 17 and from Theorems 29" and 1239
Now if we notice Theorems 147 and 150, we find that the supposition- of Theo.
rem 151 involve

Lim (a, 4+ b,) = 0.
" —

Snee *
Qu + 0, = (@ + ba) + (@, + b)) + b + ).

und

lim (b 4 b.) = 0,

-
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we have
Lim (a4 + a,) =0,
- =

according to the generalized Theorem 115.

On the other hand it is an open question whether Theorem 151 can be in-
verted, i.e. whether every weak fundamental sequence of a Boolean ring con-
tains a fundamental sequence in the sense of Definition 17.  If this inversion
is true, it follows that every weak fundamental sequence of a Boolean g-ring i-
weakly-convergent.  If it were not true then it could oceur that s Boolean ring

if you want even a complete one) could not be invariantly extended to a
Boolean ring in which every weak fundamental sequence is weakly-convergent.

Praure
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EXTRAIT DE .STUDIA MATHEMATICA®. T\ (1% :!

Uber die Dimension linearer Riume
h vn

H LOWIG (Prag)

In dieser Abhandlung mache ich den Vorschlag, zwer Be
griffe ,affine Dimensionszahl eines linearen Raumes® und _metrische
Dimensionszahl eines lincaren metrischen Raumes® durceh folgende
Definitionen einzufithren :

Definition 1. Unter der affinen Dimensionszahl eines line
aren Raumes N verstehe man dic klcinste Kardinalzahl x von der
Eigenschaft, dafi es mindestens cine Teilmenge von W ven der
Michtigkeit x gibt, deren lincare Hiille mit ' zusammenfalit,

Definition 2. Unter der metrischen Dimensionszahl eines
lincaren metrischen Raumes N verstehe man die kleinste Kardi-
nalzahl » von der Eigenschaft, dafi es mindestens eine Teilmenge
von N wvon der Machtigkeit « gibt, deren abgeschlossene lineare
Hiille mit W zusammenfillt.

Unter der linearen Hille einer Teilmenge I eines linearen
Raumes ist dabei die lineare Mannigfaltigkeit aller Linearkombi-
nationen endlich vieler Elemente von 9 zu verstehen. (Linear-
kombinationen mit beliebigen komplexen Koeffizic nten, wenn es
sich um einen komplexen lincaren Raum, und mit reellen Koeffi-
zienten, wenn es sich um einen reellen linearen Raum handelt).
Unter der abgeschlossenen linearen Hille einer Tellmenge eines
linearen metrischen Raumes ist die Lncare Manniglaltigkeit der
starken Haufungsstellen der einfachen lincaren Hiille dieser Menge
zu verstehen, (Die Worte lineare Hiille* und ,abgeschlossene
lineare Hiille* werden hier in Anlehnung an die Abhandlung von
F. Hausoorry Zur Theorie der lincaren metrischen Raume®, ).
reine angew. Math, 167 (1932), p. 294 311, insh. p. 295 gebraucht.
Auch sonst wird in dieser Arbeit vielfach die in der zitierten

Hausoowry’schen Abhandlung gebrauchte Terminologie verwendet
.
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werden). Es ist klar, daB die affine Dimensionszahl eines lincaren
me'rischen Raumes niemals kleiner sein kann als seine metrische
Dimensionszahl.

Im folgenden soll auseinandergesetzt werden, welcher Zu-
sammenhang zwischen den Begriffen ,affine Dimensionszahl eines
lincaren Raumes” und .metrische Dimensionszahl eines linearen
metrischen Raumes* und denjenigen Teilmengen eines linearen
bzw. linearen metrischen Raumes besteht, welche man als ,Ba-
sen” bzw. als ,Grundmengen* zu bezeichnen pflegt. Bei diesen
Erirterungen wird der folgende Satz der Mengenlehre beniitzt:
Fiir jede unendliche Kardinalzahl x ist ¥,

Definition 3. Eine Teilmenge MM eines linearen Raumes R
heifie eine Basis von K, wenn endlich viele Elemente von M stets
linear unabhéngig sind und die lineare Hiille von M mit R zu-
sammenfillt.

B:kanntlich besitzt jeder lineare Raum mindestens eine Basis.

Satz 1. Jede Basis eines linearen Raumes R hat eine Méch-
tigkeit, welche d r affinen Dimensionszahl von R gleich isl.

Um diesen Satz zu begriinden, geniigt es zu beweisen, daB
zwei Basen cines linearen Raumes stets die gleiche Michtigkeit
besitzen; denn jede Teilmenge von R, deren lineare Hiille N ist,
enthilt eine Basis von M. Es seien also 8" und 8 zwei Basen
von N. Dann kann jedes Element von 8"’ auf genau eine Weise
als Linearkombination endlich vieler Elemente von 8 dargestelit
werden. In diesen Linearkombinationen muss auch jedes Element
von B mindestens einmal wirklich vorkommen; ein Element 1
von B'”, welches in keiner dieser Linearkombinationen vorkime,
konnte man nimlich durch endlich viele Elemente von 8" und
daher auch durch endlich viele von 1 verschiedene Elemente von
B linear ausdriicken: es wiren dann also nicht endlich viele
Elemente von B stets linear unabhingig. Also ist 8% die Ver-
einigungsmenge einer 8" dquivalenten Gesamtheit endlicher
Mengen. Sind daher x" und x” die Machtigkeiten von $” und
¥ und ist ¥, die Michtigkeit der abzihlbaren Mengen, dann ist

(l) .ﬂ) )

< l.! .
Nun werde angenommen, daB x” und x beide unendlich sind.
Dann folgt aus (1)

‘m ‘tl) =
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Da man ebenso die Ungleichung »"' -+ beweisen kann, ergibt
sich die zu beweisende Gleichung

‘2) .1.'I “Jl.

DaB aber Gleichung (2) auch richtig ist, wenn mindestens cine
der beiden Kardinalzahlen "' und s endlich ist, kann als be-
kannt angesehen werden.

Satz 2. Ein linearer Raum R, der nicht nur aus ciiem
Nullelement besteht, hat die Michtigkeit des Kontinuums, wenn
seine affine Dimensionszahl klciner als die Mdichtigkeit des Kon-
tinuums ist, und sonst eine Mdichtigkeit, welche gleich dics:r affi-
nen Dimensionszahl ist.

Beim Beweise kdnnen wir uns auf den Fall beschrinken,
daB die affine Dimensionszahl des Raumes unendlich ist. Wir
wollen sie mit x bezeichnen. Es sei weiter " eine Basis von %;
diese hat dann nach Satz 1 die Michtigkeit . Die Menge aller
Teilmengen von M, welche aus n Elementen bestehen (n eine
natiirliche Zahl), hat offenbar genau die Michtigkeit x"--x,
Anderseits hat die Menge der Belegungen einer solchen Menge
von n Elementen von M mit der Menge der von Null verschie-
denen reellen (oder komplexen) Zahlen die Michtigkeit des Kon-
tinuums. Also hat die Menge der Linearkombinationen von genau
n Elementen von M die Michtigkeit x x, wenn »_ die Michtig-
keit des Kontinuums ist. W selbst hat daher die Michtigkeit
®,%, %, d. h. wieder die Michtigkeit x x. Da aber

* x=Max(~ ,¥)

ist, ist die Michtigkeit von R gleich der gréBeren der beiden
Kardinalzahlen », und ». Das wurde aber in Satz 2 gerade be-
hauptet.

Definition 4. Line Teilmenge M eines linearen metrischen
Raumes R heife eine Grundmenge von N, wenn erstens kein Ele-
ment von M der abgeschlossenen linearen Hiille der iibrigen Ele-
mente von M angehirt und zweitens die abgeschlossene lineare
Hiille von M mit N zusammenfallt.

F. Hausoomer verlangt in der bereits zitierten Abhandlung
von einer Grundmenge I nur, daB endlich viele ihrer Elemente
stets linear unabhingig seien und daB die abgeschlossene lineare
Hille von M mit R zusammenfalle.
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S. Bavacit nennt auf Seite 58 seines Buches ,Théorie des
opérations linéaires* (Warszawa 1932) eine Grundmenge (ensemble
fondamental) von N iiberhaupt ‘ede Teilmenge von N, deren ab-
geschlossene lineare Hiille mit W zusammenfillt.

Satz 3. Jede Grundmenge eines linearen Raumes R besitzt
cine Mdchtigkeit, welche gleich der metrischen Dimensionszahl
von N isl.

Beweis. Es sei ® eine Grundmenge von K und M eine
Teilmenge von M, deren Michtigkeit gleich der metrischen Di-
mensionszahl von N ist und deren abgeschlossene lineare Hillle
mit N zusammenfillt. Dann ist jedes Element von 3R starkes
Grenzelement einer Folge von Linearkombinationen endlich vieler
Elemente von ). Also gehirt jedes Element von R der abge-
schlossenen linearen Hiille einer hichstens abzihibaren Teilmenge
von & an. In diesen hichstens abzihlbaren Teilmengen von &,
welche so den Elementen von 98 zugeordnet sind, mufl auch
jedes Element von (3 mindestens einmal wirklich vorkommen ;
aus der entgegengesetzen Annahme wiirde namlich folgen, da
cin E'ement von (% der abgeschlossenen linearen Hille der Obri-
gen Elemente von 9 angehort. Also ist ® die Vereinigungsmenge
ciner M dquivalenten Gesamtheit hiochstens abzihlbarer Mengen.
Ist daher «" die Michtigkeit von R und x” die Machtigkeit
von O und ist ¥'"" unendlich, dann kann man analog wie beim
Beweise des Satzes 1 schlieBen, dal

!4'1» \(In
ist. Nun ist aber x''"" die metrische Dimensionszahl von . Nach
Definition 2 mufl daher

1
’l ) n"l

sein, wie in Satz 3 behauptet wurde.

In dem Falle, daB N euklidisch und vollstindig ist, ist jedes
vollstindige normierte Orthogonalsystem eine Grundmenge.

(Ein lincarer metrischer Raum wird hier euklidisch genannt,
wenn es in ihm eine symmetrische skalare bilineare Funktion
(im Falle cines komplexen linearen metrischen Raumes eine her-
miteisch symmetrische skalare bilineare Funktion) f(r, v) mit

fae,r) - x’

H Liwig. 1)
fir alle r gibt. Zwei Elemente 1 und 1 cines euklidischen Raumes
heilen orthogonal, wenn f(r,n) 0 ist. Eine Menge W eines
vollstindigen cuklidischen Raumes W heiit ein vollstandiges nor-
miertes Orthogonalsystem, wenn die Elemente von W alle den
absoluten Betrag Eins haben, paarweise zucinander orthogonal
sind und es kein Element von W gibt, welches vom Nullelement
verschieden und zu allen Elementen von YN orthogonal ist. Datl
es in jedem vollstindigen cuklidischen Raume mindestens ein
vollstindiges normiertes Orthogonalsystem gibt, kann man mit
Hilfe des Auswahlprinzips leicht einsehen. Der Leser sei hier auch
auf die Arbeit des Verfassers ,Komplexe euklidische Riume von
beliebiger endlicher oder transfiniter Dimensionszahl* verwiesen, die
in den ,Acta Litt. Sci. Szeged” 7 (1934), p. 1 - 33 erschicnen ist.

Also hat jedes vollstindige normierte Orthogonalsystem
eines vollstindigen euklidischen Raumes eine Michtigkeit, welche
gleich der metrischen Dimensionszahl des Raumes ist.

Ob jeder lineare metrische Raum eine Grundmenge im Sinne
unserer Definition 4 besitzt, konnte nicht entschieden werden.
(Man konnte von einer Wohlordnung des Raumes ausgehen und
in dieser die Menge aller derjenigen Elemente betrachten, welche
nicht der abgeschlossenen linearen Hiille der Menge ihrer Vor-
ginger angehdren. Die so ausgesonderte Menge muss aber keine
Grundmenge des Raumes im Sinne unserer Definition 4 sein).

Satz 4. Eine lineare Mannigfaltigkeit ‘} eines linearen me-
trischen Raumes und ihre abgeschlossene Hiille ‘¥ haben stets die
gleiche metrische Dimensionszahl,

Es sei M eine Teilmenge von P, deren abgeschlossene
Hille in P mit § zusammenfillt und deren Michtigkeit moglichst
klein ist. Dann fillt offenbar auch die abgeschlossene Hiille von
M in B mit P zusammen, Also ist die metrische Dimensionszahl
von P héchstens gleich der metrischen Dimensionszahl von *J.
Anderseits kann man zu jeder unendlichen Teilmenge von ¥,
deren abgeschlossene Hiille mit ¥ zusammenfillt, eine ebensolche
Teilmenge von P von gleicher Michtigkeit angeben; man braucht
nur jedes Element 1 der erstgenannten Menge durch eine gegen
r stark konvergente Folge von Elementen von ¥ zu ersetzen.
Damit ist Satz 4 bewiesen; denn auf den hier nicht beriicksich-
tigten Fall, dass B oder $ endlichdimensional ist, braucht nicht

niegegangen zu werden.
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Bekanntlich kann man jeden linearen metrischen Raum R
zu_ e nem vollstandigen linearen metrischen Raum %* derart er-
weitern, dass H* die abgeschlossene lineare Hille von % in %*
ist. In diesem Felle haben also R und K* stets die gleiche me-

trische Dimensionszahl.

Recu par la Rédaction le 17. 3. 1934).
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