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If A, B, and C are elements of an arbitrary structure then we have always 

(1) [(A, B), (A, C)] 	(A, [(B, C), (C, A), (A, B)]). 

(We will use in this paper the terminology and notation introduced in the 
paper (II); the marks < and > shall exclude the equality.) If the structure is 
especially a so-called Dedekind structure then in (1) the equality holds always 
i.e. the equation 

(2) [(A, B), (A, C)] = (A, [(B, C), (C, A), (A, B)]) 

is generally valid. (See for instance (II), p. 413, equation (4).) In this paper 
we inquire whether conversely every structure in which the equation (2) is gen-
erally valid is a Dedekind structure, and how those structures in which (2) 
is not generally valid are characterized. 

THEOREM 1. If A, B, and C are elements of a structure, and between the cross-
cuts (B, C), (C, A), and (A, B) there is at least one relation of inclusion then (2) 
is valid. 

PROOF. If for instance (B, C) 	(C, A), then we have obviously (B, C) 
(A, B) too. Therefore it is sufficient to consider the two cases (B, C) 	(C, A) 
and (C, A) 5 (B, C). 

1. Let (B, C) be 	(C, A). In this case we have 

[(B, C), (C, A), (A, B)] = [(C, A), (A, B)]; 

from this equation ensues immediately the asserted equation (2). 
2. Let (C, A) be 	(B, C). In this case we have obviously 

[(B, C), (C, A), (A, B)] 5_ B 
whence 

(A, [(B, C), (C, A), (A, B)]) 	(A, B), 

and consequently 

(A, [(B, C), (C, A), (A, B)]).5 [(A, B), (A, C)]. 

But the last inequality implies together with the inequality (1) the asserted 
equation (2). 

THEOREM 2. If between the elements A, B, and C of a structure there is at 
least one relation of inclusion then (2) is valid. 

573 
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Theorem 2 ensues immediately from Theorem 1. 
There are non-Dedekind structures in which nevertheless (2) is satisfied for 

arbitrary elements A, B, and C. We have for instance the 
THEOREM 3: In any non-Dedekind structure of the fifth order (2) is generally 

valid. 
PROOF. If 	is a non-Dedekind structure of the fifth order then we can 

(see (I), §6) denote its elements by P, Q, R, S, and T in such a way that the 
following inequalities hold: 

113  < Q,P <R, P < S,P < T; 

iQ <T; 
R < S, R < T; 
S < T.  

From (3) it is directly evident that between any three elements of I there is 
always at least one relation of inclusion. Now it ensues immediately from 
Theorem 2 that Theorem 3 is true. 

Theorem 3 will be still further generalized in the following. 
THEOREM 4. There are structures in which (2) is not generally valid. 
PROOF. , We consider a set A consisting of 9 elements E, L, M, N, X i , Y, Z, 

X, F. Now we will establish between these elements of A the following 24 
proper relations of inclusion: 

E <L, E <M, E < N,E < Xi, E < Y, E <Z, E <F; 
L < Y,L < Z,L <F; 
M < Z,M < Xi  , M < X, M < F; 
N < X i , N < X, N <Y, N < F; 
Xi  < X, X i  < F; 
Y < F; 
Z < F; 
X < F. 

One persuades himself easily that by the establishments (4) A becomes a partly 
ordered set. (See also figure on p. 575.) Moreover this partly ordered set is 
even a structure, and cross-cut and union of any two distinct elements of this 
structure can be found from the table on p. 576. 

According to this table we have 
[(X, Y), (X, Z)] = [N, M] 	Xi , 

and 
(X, [(Y, Z), (Z, X), (X, Y)]) = (X, [L, M, ND = (X, [Z, N]) = (X, F) = X. 
Hence 

[(X, Y), (X, Z)] 	(X, [(Y, Z), (Z, X), (X, Y)]). 
In the structure A considered here the equation (2) is consequently not generally 
valid. (On the other hand one can easily persuade himself that the triples 

' 	(3) 

(4) 
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X, Y, Z and X, Z,Y are the only triples of elements of A which do not satisfy 
the equation (2).) 

In the following the marks E, L, M, N, X 1 , Y, Z, X, F, and A shall have 
always the significance stated. 

Li 

THEOREM,5. If A, /3, and C are elements of an arbitrary structure then the 
set A' of the 9 elements E', L', M', N', X; , Y', Z', X', F' defined by the equations 

E' = (A, B, C) 
I L' = (B, C) 
M' = (C, A) 

= (A, B) 
(5) 	 X; = [(C, A), (A, B)] 

Y' = [(A, B), (B, C)] 
Z' = [(B, C); (C, A)] 
X' = (A, [(B, C), (C, A), (A, B)]) 
F' = [(B, C), (C, A), (A, B)] 
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is a substructure of , and if we assign to every element of A the corresponding accented 
element of A', then this correspondence is a homomorphism between A and A'. 

To prove Theorem 5'we have to demonstrate that the table below continues 
-to be valid if we replace all elements appearing in it by the corresponding 

'E L M N X4 Y Z X F [ 3 

E L M N X1  Y Z X F E 

L E Z Y F Y Z P F L 

N E E Xi  XI  F Z 
_ 

X F N 

N E E E Xi Y F X F N 

Xi E E IA N F F X F X/  

Y. E L E N N F F F Y 

Z E L N E M L F F Z 

X E E id N x.4  N M F X 

F E L M N Xi Y Z X F 

0 E L M N X1  Y Z X F 

accented elements. As this demonstration involves no difficulties we will 
content ourselves to prove the equation [X', Y'] = F'. 

We have obviously X' 	(C, A). Hence 

[X', Y'] 	RB, C), (C, A), (A, B)] 

or 

(6) 	 [X', Y'] 	F'. 

On the other side we have X' 	F' and Y' 	F', and consequently also 

(7) 
	

[X', Y'] 	F'. 
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(6) and (7) yield the equation 
[X', r] = 

we have wanted to prove. 
THEOREM 6. (Lemma.) Let to every element U of a structure E be assigned 

an element U' of another structure I'', where this correspondence is a homomorphism 
between2,' and 2'. If U < V implies U' < V' then the given homomorphism is an 
isomorphism. 

PROOF. If U X V, and between U and V there exists a relation of inclusion 
then we have, according to the supposition, also U' X V'. But if we have 
U X V without a; relation of inclusion existing between U and V then we have 
certainly 

(U, V) <U. 

Therefore we have, according to what we have supposed in Theorem 6, also 

(U', V') < U'. 

The last inequality implies that also in this case U' X V'. Hence to distinct 
elements of correspond always distinct elements of 1'. 

THEOREM 7. If A, B, and C are elements of a structure 2 which do not satisfy 
the equation (2) then the homomorphism between A and. A' existing according to 
Theorem 5 is an isomorphism. 

PROOF. According to Theorem 6 it is sufficient to demonstrate that none of 
the inequalities (4) turns into an equality if we replace both its sides by the cor-
responding accented elements. Moreover we can restrict ourselves to prove the 
13 inequalities 

E' < L', E' < M', E' < N', 
L' < Y', L' < Z', 

M' < Z', M' < Xi, 
N' <X, N' < Y', 
Xi < X', 
Y' < F', 
Z' < F', 

because the other inequalities coming into question, namely the inequalities 
E' < Xi, E' < Y', E' < Z', E' < X', E' < F', 
L' < F', 

(9) 	M' < X', M' < F', 
N' < X', N' < F', 

<F' 
ensue from the inequalities (8). The discussion shall be divided into 4 steps. 

1. If the equation E' = L' were valid we should have 
(A, B, C) = (B, C) 

(8 ) 
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and consequently 

( .13 , C) 	(A , B); 

hence, according to Theorem 1, the elements A, B, and C would satisfy the 
equation (2), contrarily to the supposition of Theorem 7. In corresponding 
way we can refute the hypotheses E' = M' and E' = N'. 

2. L' = Y' or (B, C) = [(A, B), (B, C)] would imply (A, B) 5_ (B, C). Again 
it follows from Theorem 1 that the hypothesis is absurd. Similarly also the 
hypotheses L' = Z', M' = Z', M' = X; , N' = X; , and N' = Y' yield contra-
dictions. 

3. According to the supposition of Theorem 7 we have X; 	X'. 
4. If the equation X' = F' were valid then we should have 

(L', X') = (L', F'), 

and consequently 

• E' = L'. 

This would contradict what we have proved under 1. Just so from the hy-
pothesis Y' F' we can derive the equation E' = M', from the hypothesis 
Z' = F' the equation E' = N', and by this a contradiction to what we have 
proved under 1. 

Now the following Theorems 8, 9, and 10 are evident. 	< 
THEOREM 8. Any structure in which the equation (2) is not generally valid 

contains at least one sub-structure of the ninth order having the same property. 
THEOREM 9. Any structure of the ninth order in which the equation (2) is not 

generally valid is isomorphic with the structure A. 
THEOREM 10. In any structure of at most eighth order the equation (2) holds for 

arbitrary elements A, B, and C. 
Theorem 10 represents the announced generalization of Theorem 3. 
It is evident that we could investigate the equation 

(10) 	 ([A, B], [A, CD = [A, ([B, C], [C, A], [A, B])] 

dually corresponding to the equation (2) exactly in the same way as we have just 
explored the equation (2). Yet, while the Dedekind axiom 

[(A, [p, C]), (B, C)] = ([A, (B, C)], [B, C]) 

is identical with its dual counterpart the corresponding assertion about the 
equation (2) is not true. 

THEOREM 11. In our structure A the equation (10) is generally valid. 
The proof follows easily from the dual counterpart of Theorem 9. Of course 

Theorem 11 can also be verified simply by the table on p. 576: 
THEOREM 12. The assertion that in a structure the equation (2) holds for arbitrary 
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elements, A, B, and C, and the assertion dually corresponding to this assertion are not 
equivalent. 

PROOF. See Theorem 11. 
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In dieser Abliandlung soII Realmt werden, dal.) viele Satze, 
welche man hisher nur kir den Hilbertschen Raul!) bewiesen hat, 
auch ffIr beliehige euklidische Raume, d.  h.  lineare metrische 
Raume, in denen tin inneres Produkt definiert ist, gelten, inter 
— mit andern Worten dah die Voraussetzung der Separabilitat 
des Raumes, die man beim fieweise dieser Satze hisher 
pflegte, unwesentlich ist. Im erste!) Paragraphen mi•gen zunachst 
einige Vorbemerkungen Ober aflgemeine komplexe lineare me-
trische Raume vorausgeschickt werden. liii zweiten Pragraphen 
werden sodann Satze ()her den komplexen flilbertschen Raijimi 
angeffihrt, welche man auf heliehige komplexe euklidische Ratline 
Obenragen kann, ohne dahei den Wohlordnungssatz zu bentlIzen. 
In § 3 werden schliefIlich noch einige Satze Ober komplexe eukli-
dische Raume unter ffenUtzung des Wohlordnungssatzes abgeleitet. 

§ I. Vorbemerkungen Ober allgemelne komplexe 
Ilneare metrische RAume. 

Fine Menge 'It von Elementen r, n, ), 	heihe  tin  komplexer 
linearer Thrum, wenn in ihr tine Addition r  n  und tine Multi-
plikation ur mit einer komplexen Zahl u deliniert sind  mid  wenn 
diese beiden Rechenoperationen den tiesetzen der affinen Vektor-
algebra gendgen. (Elemente linearer Ratline wollen wir int 
lolgenden stets mit kleinen deutschen Ruchstaben. komplexe 
Zahlen mit kleinen lateinischen oder griechischen Buchstaben be-

reichnen.) 
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•lelie Literaturverzeitimis am Schlusse 	die „lineare Mlle der 
Mi.nate 

	

	Helmet'. 	Das Wort e isomorph" wird liter in einem 
gultrant lit al% het IIANAtIl I, S. It0). Was hier isis-

fill 11 , 11A. :wind IIANAt:11 • tquivulrur .1 
I) s 	 2 1st a„ irgendrin !Imola flex kumplrIrn hmlarn 

111 ,  1,1 alien Nunn". H und s vine hrliringe ibei%11114. /Crib' Add, iiiii 

ihr ihr ,Wenne thl 1..hinrnh. t won II. wchlo' (Irr I :trigehiumi! 

• t's) 	 5  

!tt isiwrn rine 	r I no n this n g der Sir& a„. 
I miter 111111 t„ star ke flaidungsstelle enter Tcilmenge 111 

ii 	wenn war Niarke Illitveinunt von I., inintiestens em n von r, 
.111•Alt.iit... I leitient von IN entlitill. Iiie Menge 	he'll( stark- 

ii 1.101111 I. .1111' 'Inc Marken ititifungspunkle enthalt. 
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F_ine Folge r. 	1, 2, 3 .... ) von Llementen von It 	stark 
konvergent gegen das Element r von 'II, in Zeichen 

(6) lim r„ 	a. 
■■ • 

wenn lede starke Umgebung von r Von caner gewiet: 'Itch': an-
geirmgen  alle Olieder der l'olge r. entlialt ; alas betleuto •ber 

(7) lin) a. 	a 	0. 
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Offenbar  is) eine Teilmenge U voii H (lama und nur tlann 
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Definition 4. Fins' 7rilmenge IH von H hrrpt , 	I it r A- 

g. wenn es zu jeder darken FunibunrnIallulge 

(n 	1,  2,  3,.. •) won Ili tin Element r von 'Ili Mit 
(6) 	 IIITI r. 	r 

grht 
Aus  der Starkvollstandigkeit folgt die Starkabgeschlossenheit, 

aber nicht umgekehrt ; ferner is) mit einer starkvollstandigen Menge 
t,ffenbar auch jede isomorphe Menge starkvollstandig, wAhrend 
enter  nur  starkahgeschlossenen Menge diese Eigenschaft nicht zu-
koinmen mut. 1st die starkabgeschlossene lineare Hifile 'It einer 
Menge '111 starkvollstindig, dann wollen wir auch die stark-
wollshindige lineare Mille von -.11i nennen. Andernfalls wollen wir 
sagen, dal: die starkvollstAndige lineare Mille von tJ1 in it nicht 
existiert. Offenhar gilt tier 

Sat  z I. Sind zwei Teilmengen komplrxer !Meurer melristiter 

h'ilume isomarph. dann sind with Ohre stark wollslandtgen lineuren 
Mika isomarph. falls sir exislieren. 

Denn bet. tier in Ikhnition I erwAlinten Zuorainung entspricht 
jeder starker, Fundamentalfolge tier Imearen flitlk von .511 eine 
starke Fundamentalfolge der linearen 1101Ie von 31 und umgekehrt. 

a. 
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Es folgt wetter. -Jab diese Zuordnung auf genau eine Weise zu 
rine, entspredienden Zufirdnung zwisdien den starkvollstandigen 
uncareri Millen VIM 11 ; Whi erweitert werden /ann. 

1-t cm komplexer !wearer metrischer Raum selhst starkvoll-
, tandig, dann fallen die flegriffe der Starkahgeschlossenheit und 
iter Starkvollstandigkeit enter Teilmenge zusammen ; daher 1st 

die st:irkairgechlossene lineare Hulk einer Teilmenge von 
starkvollstandig. 

komplexen linearen metrischen Ratan 	welcher nicht 
oarkt 	i.-t. kann man in einem starkvollstandigen kom- 

hnearen metrischen Raum erweitern; d. h. man kann einen 
komplexen linearen metrischen Ram 	ange- 

welcher eine mit 	isomorphe lineare Mannigfaltigkeit ent- 
Man berrachte als die Elemente von 	die Gesamtheiten 

seirker Fundarnentalfolgen von 	(Zwei starke Fun- 

und 	(rt 	1, 2 , 3 ,,, .) sollen aquivalent heiben, 
ist.) Enthalten zwei Elemente r* .  und us 

• 	•11e starken Fundamentalfolgen r, (n 	1, 2, 3, ...) und 
2, von datin seien rs • II und at* die (ie-

derienigen starken Eundamentalfolgen von 11, welche 
In 1, 2.3, ...) bzw. mit at- . (n -- I, 2, 3, ...) aquiva- 

••rt 	rind es sei 

io) 	 r' 	urn r, . 

%tin kann sich leicht iiherlegen, dab diese Definitionen ale ein-
gangs gemachten Voraussetzungen Ober komplexe lineare metrische 
Rainne eriiillen und dab der so defir:erte kornplexe lineare metri-
sche Raum wirkircir starkvollstandig 1st. Diejenigen Elernente von 
H. wchhe aus starker] Fundamentalfolgen von II bestehen, welche 
in li auch lark konvergieren, bilden eine lineare Mannigfaltigkeit, 
welche nut Ii isomorpli ist, unit J it die starkvollstandige lineare 
Hitlk dieser linearen Mannigfaltigkeit. Ersetzt man jedes der ge-
mailmen Llemente r* von /i s  durch das Element von 9, gegen 
welches die starken Eundamentalfolven von deren Gesamtheit 
r' it. konvergieren, dann wird •1i selhst eine lineare Mannig-
faltigked von und dalier eine Enveiterung von '11; wir 
wollen these Erweiterung die klcinste starkvollstandige Erweiterung 
von li nennen. 

1st jedein Element r eines komplexen linearen Raumes N 

em n Element Ar eines komplexen linearen Raumes 	zugeordnet 
und gelten dabei fur heliehige r und u die Gleichungen 

(10) A (r - n) = A I -4- An 

und 

(11) A (ar) ,  u(Ar), 

dann heibe diese Zuordnung A eine lineare Ahhildung von H in E.. 
wenn dabei Ar wirklich ganz a durchlauft.  eine  lineare Abhildung 
von 	auf a. Sind 	und a komplexe lineare metrische Räume 

und ist die Menge der Zahlen  'At unit  r  1  beschrankt, dann 
heibe die lineare Abbildung A heschrankt unit die ohere Grenze 
von Ar' fUr ir - 1 werde mit A' (absoluter Betrag der linearen 
Abbildung A) hezeichnet. Durch diese  Festsetzung  wird die Menge 
der beschrankten linearen Abbildungen von 	in a selbst zu einem 
komplexen linearen metrischen Raume. 1st  it 	3, dann heibe A 
auch ein linearer Operator in H. 1st  :a. der  komplexe lineare 
metrische Raum der komplexen Zahlen, damn heibe A ein lineares 
Funktional in 11. 

	

Definition 5. Es seien L,  (k  • 	1,2,..., n) endlich vide 
bc.schrtinkte lineare Funktionale in  N and  r  eine beliebige positive 
r,elle Zak!. Ferrier sei r„ eiz bdiebiges Element von Dann heike 
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(1 2) 	 (r —r„); 	(k 	1, 2, ..., n) 

genfigen, eine sc h wache U in ge bung der Ste/le ro . 

(Diese Definition 1st eine Verallgerneinerung der von  J.  v. 
NEUMANN 6, S. 379 gegebenen Definition. Man kann sich leicht 
itherzeugen, dab dieser Umgebungsbegriff im allgemeinen Falle 
ebenso wie in dem von J. V. NEUMANN behandelten Spezialfalle 
den vier Hausdorffschen Umgebungsaxiomen genngt.) 

Daher heibt r„ schwache Haufungsstelle enter Menge 11.1/, wenn 
jede schwache Umgebung von r„ mindestens ein von r„ verschie-
denes Element von s.1.11 enthalt. Eine Menge 'IN heibt schwachabge-
schlossen, wenn sie ale ihre schwachen Haufungsstellen enthalt. 
Eine Folge r„ (n = 1.2. 3, ...) heibt sdiwadi konvergent gegen das 
Element r, in Zeichen 

(13) 	 Lim r, - r, 
.01 

wenn jede schwache Umgebung von r von einer gewissen Stelle 
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lien lealmi• (S. z. B. 11AI:t(xon,. 2, S. 306) benUtzen, der 
foig, ritterniaL.-ti lautet 

"s 	ti; rine brirehrkr Tednieve eines komplexen 
linceif 	 Paann". )1 'Intl I„ em !Jensen! von 11, welshes 
„ oh" 	 linearen 	von  lit  angehiato Dann 
.osa 	Jct. nantle.,figr. eat hewhrankles !aware% Funklional I. 

..sa, slur Ite..thallenhed, dal; far r Aft I.r 	0  ist, wahrend 
I 	fs 

I ne-.er S11, wird in den m•nden Abliandlongen nor filr reale 
f .  otetrr.i.he ati%.gespoicillen urn I htWICSCII. A11% der 

1 11111 ■ Vkeit fr. S;11/1", fitr reelle lineare metrische kaume folgt aber 
Iry lit ;op 11 (iiltigkeit for kozap/exe Imeare metrische Ratline. 
Man katin la riles' komplexen linear ,  it metrischen Ilaum auch alt 

/1 fUelit•Ii !menet' metrischen Patin) betrachten; daher gibt es 
loiter den Vorativ,etziolgen des Satzes 	ein reelles beschranktes 
lito..tre , . I otiktional /1 (die (ileiditing le(ar) 	a (kr) gilt jetzt nur 
for terne.. II) von iter Beschaffenlicit, dab kr 	0  ist, wenn r in 
der komidexen linearen Iltil Ic von Ifi enlhalten hit, w1thrend 
/e,„ 	04 Nun mite man 

tr 	Pi 	(P(sI). 

Dann 1st /. runt Ittlearrt. hinktion;s11 von der in Satz 3 geforderten 
Item lialleitheit. 

Ain. Satz 3 lolgt sofort der 
Satz 4. Irdr %thwathe IMulangsslelle riner Menge lit gehart 

art qtakabgruhlossenen Isnearra Italie von 	an, 

(lehrm n3mlich r„ nicht der starkabgeschlossenen linearen 
Halle von 111 an, dann se, I. cm beschranktes 'meant ,. 1 . unktionat 
in 11 mit /.r 0 ftir r ontl  I.  r.,  •  0  Dann ist fur r 

(r 	Li,  	0; 

the Ungleichung 

/. (r 	1., ) , 

kann daher nicht for jede polutive recite Zahl 	durch  cm r 
erftillt werden. 

Ein Spezialfall des Satzes 4 1st  der 
Satz 5. Is! 

&Inn gehart r der starkabgesdzhnsenen linearen Halle der Menge 
der Hemente r. (n 1, 2,3, . . .)  art. 

Dieser spezielle Satz wird auch  von  EIANACII I, S. 134 aus-
gesprochen. Sein Beweis folgt flier einfach aus der Bemerkung, 
dal; brim Bestehen der (ileichung  (13)  r schwache Haufungsstelle 
der Menge der Elemente ist, welche in  der  Folge r. (n 1, 2, 3, ..) 
vorkommen, wenn diese Menge nicht nur endlich viele von I ver-
schiedene Elemente enthalt. 

Aus Satz 4 folgt ferner der 
Satz 6. Jede starkahgeso'dossene 	Manniglalligkeit 

(suds schwachabgesthlossen. 
Wir wollen daher von nun an eine starkabgeschlossene lineare 

Mannigfaltigkeit schlechthin au s abgeschlossen hezeichnen. Ebenso 
(laden wit statt ,starkabgeschlossene linearf Mlle" kurz 
schlossene lineare Mlle" sagen. Satz 6 strut eine Verallgemeinerung 
eines Satzes dar, den E. SCHMIDT 10  Mr  den Hilhertschen Raum 
bewiesen hat. (Vcrgleiche auch J. v. NEUMANN 8, S. 396  ) 

Definition 6. Eine Teilmenge von ,11 het* schwach-

vollstandig, wean sit in der kleinsten starkvollstandigen Envei-

terung von it schwathabgeschlossen 1st. 
(A nmerkun g. Die Worte .schwachabgeschlossen• und 

”schwachvollsandie werden sonst vielfach in der Literatur in 
einem anderen Sinne gebraucht. Wir kommen welter unten noch-
mals darauf zurack.) 

Jede schwachvollstindige Menge lit schwachabgeschlossen, 
wihrend das Umgekehrte nicht gelten ma Mit einer schwach- 
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f(r2+ ti) = f 	+ I 

f 	ai(E, 

(14) 
(15) 
and 

(16) f (i1, r) =  f(r, a) 
(4 bedeutet die zu a konjugierte komplexe  Zahl)  allgemein gelten. 

1st f (r, n) eine hermiteische bilineare Funktion, dann 1st, wie 
Gleichung (16) lehrt, fo, 0 stets eine reale Zahl. 

Satz 8. 1st die zu einer hermiteisc hen bilinearen Funktion 
f (r, n) in einem komplexen linearen Raume 9( gehbrige hermiteische 
quadratische Form (oder kurz hermiteische Form) f(r, r) positiv 
definit — d. h. ist stets Pr, r) >0 far  r  t-  0  — dann gelten flit 
beliebige Elemente r and n von 91 die Ungleichangen 
(17) f  (I) , n) 
und 

(18) VI (;+- r, g 0 1.1; VX-515 A- 	0, 0. 
Beim Beweise der Ungleichungen (17) und (18) hat man nut die 

Nichtnegativdefinitheit der quadratiscben Form f (At + on, A r fib) 
In den beiden reellen Veranderlichen A und zu beachten. 

vollstandigen Menge ist auch jede isomorphe Menge scfnvach-
vollstandig, wahrend einer schwachabgeschlossenen Menge diese 
Eigenschaft nicht zukommen mub. Aus Definition 6 folgt ferner 
unmittelbar, dab jede starkvollstandige lineare Mannigfaltigkeit 
auch schwachvollstandig 1st. Wit wollen daher von nun an eine 
starkvollstAndige lineare Mannigfaltigkeit schlechthin als „vollstAn-
dig" bezeichnen. Ebenso wollen wir die Worte „starkvollstandige 
lineare HUlle" und „kleinste starkvollstIndige Enveiterung" durch 
die Worte „vollstandige lineare H011 e a und „kleinste vollst3ndige 
Erweitei ling" ersetzen. — In einem vollstandigen komplexen linea-
ren metrischen Raume sind die Begriffe Schwachabgeschlossenheit 
und Schwachvollstandigkeit einer Teilmenge und ebenso die Be-
griffe Abgeschlossenheit und Vollstandigkeit einer linearen Mannig-
faltigkeit identisch. 

Definition 7. Eine Folge r (n= I,2,3,...) von Ele- 
menten von 	heifie eine schwache Fundamentalfolge, 
wenn far jedes heschrankte lineare Funktional L in 	Jim Li„ 
existiert. 

Jede schwache Fundamentalfolge ist beschrSnkt. Für reelle 
lineare metrische R3ume 1st dieser Satz bekannt ; aus seiner Gil-
tigkeit far reelle lineare metrische Raume folgt aber auch die Gil-
ogkeit ftir komplexe lineare metrische Raume : man braucht nur 
stall der Werte der bet Ar3nkten linearen Funktionale Lr, deren 
recite Teile zu betrachten. 

Es kann vorkommen, dab eine schwache Fundamentalfolge 
eines vollskindigen komplexen linearen metrischen Raumes nicht 
schwach konvergiert. Es sei 'It die Menge der Nullfolgen = (x„ 
x,, x1 , .) mit ri sup x. Dieser komplexe lineare metrische 

Raum 1st vollstAndig ; trotzdem bilden seine Elemente 1 1 =(l, 0,0, ...), 
r, (1, 1,0,0,...), (1,1,1,0,0, )  eine schwache Fun-
damentalfolge, welche nicht schwach konvergiert. Wahrend man 
einen komplexen linearen metriscIrri Raum stets so erweitern 
kann, dab jede sturke Fundamentalfolge stark konvergiert, gilt von 
den schwathen Fundamentalfolgen das Entsprechende nicht. Es gilt 
vielmehr der 

Satz 7. /st r . (rt 	1, 2, 3, . . .) eine schwadre Fundamental- 
folge cities vollstandigen komplexen linearen metrisdten Raumes 
weiche nicht schwach konvergiert, dann 1st es auth uninogiidt, 91 so 

ilidlildle Raume von beliebiger Dtmensionszahl. 	 9 

za erweitern, daft diese schwache Fundamentalfolge schwath konver-
gent wird. 

(Man kann daher 	auch nicht zu einem komplexen linearen 
1111111iNben Raum M enveitern, der mit seinem bikonjugierten 
RAIM1 tibereinstimmt.) 

Der Beweis des Satzes 7 ergibt sich unmittelbar aus Satz 5. 
S. MAZUR 4 nennt einen (reellen) linearen metrischen Paum 

schwachvollstandig, wenn in ihm  jede  schwache Fundamentalfolge 
schwach konvergiert. Unser Satz 7 sagt aus, dab em n komplexer 
linearer metrischer Raum, der zwar vollstandig, aber nicht im 
Mazurschen Sinne schwachvollstandig ist, nicht zu einem irn Ma-
zurschen Sinne schwachvollstandigen komplexen linearen metri-
schen Raume erweitert werden kann. 

§ 2. SAtze fiber komplexe euklidische RAume, die ohne Be- 
nfitzung des Wohlordnungssatzes bewiesen werden kannen. 

Definition 8. Eine skalare Funktion f(r, n) zweier ver-
anderlither Elemente eines komplexen linearen Raumes heifie eine 
hermiteisthe bilineare Funktion, wenn die Gleichungen 



IL(u+ 1 )1 s ILI u+ 2r 

IlL1'-f-2(LON;10(IL1 1 1- i 2 1'101). 

ILT) 
Nun seize man insbesondere 2 = -fir . Dann folgt 

H . 1.../,,big 

Die Ungleichung (18) sagt welter aus : ist die hermiteische 
;b1:neare Funknon f (r, r) in einem komplexen linearen Raume it 

beschaffen, dab die hermiteische Form f (r, r) positiv (Winn 
dann kann man If dadurch zu einem komplexen linearen 

metmchen Raume machen, dab man r f(r,r setzt. (Dab 
dann auch die Gleichung (3) erfullt ist, folgt aus den Gleichun-
gen (15) und (16).) 

Definition 9. Ein komplexer linearer metrischer Roam, 
di-r auf die then ungegebene Weise definiert werden kann, heifie 
ern komplexer euklidischer Ruum. Die Funktion f(r.n) 
herfie dubei dos in n e re Prod a k t der beiden Elernente r and n 
and ;verde kurz ml? (r, n) bezeichnet. 

Spezielle komplexe euklidische Raume sind der n-dimen-
s;onale komplexe euklidische Raum In eine nattirliche Zahl) und 
der komplexe Hilbertsche Raum. Nach der Definition des inneren 
Prc,duktes besteht allgemein die Gleichung 
(19) 	 (r, r) = r 2 . 

Ferner folgt aus Ungleichung (17) die Ungleichung 
(2ri) 	 (r, n) 	Is; . n, 
welche man die Schwurzsche Ungleichung zu nennen pflegt. 

S a tz 9. 1st ern kumplexer lineurer metrischer Raum fl eukli-
(huh. dant; ist auch seine kleinste vollskindige Erweiterung 
euklidisch. 

1st namlich 	n 	r,,E H, :LE H (n = 1, 2, 3, ...), 
urn 	r' urn] lirn n. 	 n*, dann braucht man, urn die Richtig- 

keit des Satzes 9 einzusehen, nur in V das innere Produkt durch 
die (ileichung 

(r*, a)= lim (r., IL) 

/u defuneren. 
Satz 10. Zwei Teilmengen Ifl und fi kompkxer euklidischer 

Mime sind dunn und nut dann isomorph (Definition 1), wenn 
zwischen and eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von der 
Beschuffenhert hergestellt werden kann, daft in dem Falk, daft den 
Elementen r, and r, von PI die Elemente n, rind n, von 11 zuge-
ordnet sind, stets die Gleichung 
(21) 	 , r!) 	(ni, th) 
hesteht 

EuklwItiche RIume von beiltbiget Dynens,..r.sz.V- 	 :1 

Dab die angefehrte Bedingung notwendig ist. foigt aus der 

Idenntat 
r 

2 	 2 r — n 
(r, n) 	— 

2 	2 

da se auch hinreichend ist, folgt daraus. dab man aus den 
Gleichungen (21) mit Hilfe von (19) das Bestehen jeder Gleichung 
von der Form (4) beweisen kann. 

Satz 11. Zu jedem beschrankten linearen Funktronal L eines 
vol  st d ii dige n komplexen euklidischen Raumes fl gibt es em 
(und daher auch nur em) erzeugendes Element. d. h. em Element 
u  von  -h von der Beschaffenheit, daft firr jedes Element r von 

	

(22) 	 Lr = (r, u) 

1st. 
Dab Satz 11 fur endlichdimensionale komplexe euklidische 

Raume und far den komplexen Hilbertschen Raum gilt. ist be-
kannt. (S. z. B. F. RIESZ 9, S. 28.) Um nun den Satz auch Kir 
beliebige vollstandige komplexe euklidische Raume zu beweisen. 
bemerken wir zunachst, dab aus der Giltigkeit des Satzes kir 
endlichdimensionale komplexe euklidische Raume und hir den 
komplexen Hilbertschen Raum speziell folgender Satz folgt : 

Sa t z 12. 1st L ern beschrdnktes lineares Funktional in einem 
endlichdimensionalen komplexen euklidisc hen Raume oder Em kom-
plexen  Hilbertschen Raume, dann gibt es stets em n Element U des 
betreffenden  Raumes mit fu=fL und Lu = u. 

Weiter beweisen wir den folgenden 
Satz 13. Gibt es zu einem beschrdnkten linearen Funktional 

L  in einem komplexen euklidischen Raume ern Element u von 
mit  Ju  = Lj und Lu=;u 2 , dann is? identisch 

	

(22) 	 Lr— (r, u). 

Es sei zunachst (r, u) 0 und r 
plexe  Zahl 

-- 17 2 	 2  I 	; 

2 

0. Dann ist fOr jede kom- 
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H 

L 	' L 	L' - rr ' i 

=( L 2  r=— Lr 2 ) 0, 
/, • 	0. Dant ist die Gleichung (22) fur den Fall bewiesen, 

, :a1; (.7 	0 is! 1st jetzt r em beliebiges Element von 11, dann 

( 	r — (r, u) u, u) 	0, 
dantr nacri dem trier; Bewiesenen 

/..( u r — (r, u)u) 
riC e r 

4  Lr ,  — (r, L 	0, 
,14:r Nell I..: 	1st, 

(22, 	 Lc 	(r, 
7"e gezeigt werden Witt, 

Andererr.tits kann Satz 12 auf beliebige vollstlindige komplexe 
eui1;o14.he kaume ubertragen werden. Es sei L ein beschranktes 

ri ,:ares l'unktional in eirv,:m vollstandigen komplexen euklidischen 
I: Dann grit es tine Folge von Llementen r„ (n — 1, 2, 3,...) 
mit r. 	1 (n 	1, 2, 3, ...) und lim Lr. 	L. Hierauf sei 

- • 
alageschlossene linear ,: Mlle der Elemente r, (n=-- 1, 2, 3,...). 

l..,nn kt die obere Grenze win I. r (Ur r rlU und  r 	1 ,genau 
;0.. ,.h I. Andererseits ist aher 	entweder em n endlichdimensiona- 
1 , r korrip! ,:zer euklidischer Feaum ',der em komplexer Hilbertscher 
Pa.en Daher gait es nach Satz 12 cm Element  u  von lit mit 

I. und Lu 	u r . Damit ist aher die zu Beginn dieses Ab- 
, :oz ,!s angeftihrte Verallw.tmeintrung des Satzes 12 als richtig 

Aus dieser Verallgemeinerung des Satzes 12 und aus 
jetzt sofort der zu beweisencle Satz 11. 

Definition 10. Eine lineare Mannigfalligkeit eines 
kornplexen riikhdr,chen Puumes heifiP regu lEEr, wenn man jedes 
Element r )1 in Bezug auf 111 in eine Tungentialkomponente t 

rifir NOIMalkianpOnente n zerlegen kunn, d. h. wenn man zu 
jedrni Element r zwei eben.sokhe Elemente  t  und n angeben 
hum, wi dap 

(23) 	 r 	1n 

t .,/,  I  131 angehiSrl und 11 zu ullen Elementen von VI orthogonal Lit. 

Zwei  Elemente r und n eines komplexen eukiidischen Paurres 

werden  hier orthogonal genannt. wenn (r. r.) -- 0 •st : dar.rt 

wegen  (16) auch (n, r) U Es ist 	dab ftir eine best =re 

lineare Mannigfaltigkeit .9i eine  Zerlegung  eines Elements 7 

it  von  der hier betrachteten Art  stets  hochstens auf eine W 

mriglich ist. 

Satz 14. Fur die  Regularildt ether  linearen Monnigfaltigk..!: 

VI  von it 1st notwendig, aber  nicht  hinreichend. daft 111 in it ab-

geschlossen sei. 

Bew ei s. Es sei 	regular. 7. ". 	(n = 1, 2, 3. . . .) und 

lim r.  -  r. Dann sei 
tit 

(23) 	 r 	— n 

die in Definition 10 angefuhrte Zerlegung von r. Aus der Gleichung 

Jim  r,—  r kann man auf bekannte Weise schlieLen. daL auch 
-•• 

lim (r., n) 	(r, n) 
• .. 

1st. Well abet nach der Definition von n ftir n 	1.  2. 3. 

nr 0 ist, mut auch (r, n) - 0 sein. Das ergibt aber zu-

sammen  mit (23) die Gleichung r == t, d. h. dab r 3.0 angehOrt. 

Somit  1st  lit abgeschlossen ; damit 1st die erste Behauptung  des 

Satzes 14 bewiesen. 
Es sei andererseits it die Menge alter Zahlenfolgen r (x i , 

der Eigenschaft, daB von einer gewissen Stelle angefangen 

dann sei 

(24)  

(25)  
und 

(r, n) — 	ye . 

In dieser Menge, die mit den Definitionen (24), (25) und (26) 

offenbar em n komplexer euklidischer Ram 1st, sei 111 die lineare 
Mannigfaltigkeit derjenigen Elemente r = (x„ x,, x„ ...), fOr welche 
x, x, = x, 0 ist. (Ftlr r E Df massen also insbesondere 

von einer gewissen Stelle angefangen alle x„ = 0 sein.) Diese 
lineare Mannigfaltigkeit ist offenbar in it abgeschlossen ; sic 1st 

von 

za, 	(2 jest) 1st; 1st auflerdem (Y1. Y2, • • .) = A. 

r+n =(xa+y, , 	 --) 

or = (ax„ ax,, ax,, ...) 

(26)  
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aber nicht regular, well das Element ( 1, -1 	1 	1
-) von 11 

2 ' 3 ' -4 ' • • 
nicht in der Form (23) dargestellr w!..rden kann. 

Sa t z 15. Fur die Regularitut einer lineuren Mannigfaltigkeit 
Ili vim H 1st hinreichend, abet nicht notwendig, doll vollstan-
dig set 

Be w e s. Es werde zunachst angenommen, dab 11.1/ yolk 
standig set. Dann sei r em beliebiges Element von it 1st nun n 
cm in veranderkhes Element, dann stellt r) em beschrank-
tes lineares Funktional in J11 dar. Weil aher Ill ein vollstandiger 
komplexer euklidischer Raum 1st, gibt es nach Satz 11 ein Ele-
ment t von Ali, so dab fur n 911 
(22a) 	 (n, r) 	(n, t) 

it. Die Gleichung (22a) sagt aber aus, dab das durch die Gleichung 
(2:f) 	 r 	' t 	n 

definierte Element n von 11 zu alien Elementen n von Ti ortho-
gonal ist. Damn 1st die Regularitat von -./.11 bewiesen. 

Es sei andererseits li die Menge alter Zahlenfolgen r 
x 1 , 	.) von der Eigenschaft, dab von einer gewissen Stelle 

angefangen x., 0 1st; 1st (y„ y„ ...) n, dann seien die Ele-
mente r • n und or von 11 und die Zahl (r, n) wieder durch die 
filetcliungen (24), (25i und (26) erklart. In dem so definierten 
komplexen euklidischen Raume sei wieder .J.H die Menge alter 
Elemente t - -(x„ x„ .) mit x,=x4  x, 0. Dann 1st IN 
zwar regular, aber nicht vollstandig. 

Es gilt also hit lineare Mannighltigkeiten komplexer eukli-
discher fame .11 das logische Schema 

Vollstandigkeit 	• Regularitat 	• Ahgeschlossenheit. 

Wenn 11 vollstandig ist, sind alle drei Eigenschaften miteinander 
aquivalent. 

Slindliche Ausfuhrungen des § 1 gelten nattirlich auch speziell 
ftir komplexe euklidische Raume. Man beachte aber, dab in diesem 
Paragraphen weder vom Satz 3 noel. von einem derjenigen Satze 
Gebrauch gemacht wurde, welche in § 1 aus dem Satze 3 her-
geleitet wurden ; denn man kann ja in diesem Paragraphen die 
Worte „abgeschlossen und „vollstandig", wo sic hisher vorge-
komtnen sind, therall dutch die Worte „starkabgeschlossen -  und 
.starkvollstandig• ersetzen. Zum allgemeinen Beweise des Satzes 3  

fur reelle lineare metrische Raume mut  hekanntlich  der  W  ,h1- 
ordnungssatz herangezogen werden. Aus den  bishengen  AusfUh-
rungen dieses Paragraphen ergibt sich aher  fUr  den Fai. tines 
komplexen euklidischen Raumes em n Bewets  des  Satzes .3 der 
ohne Bentitzung des Wohlordnungssatzes auskornmt. 

Es sei also 14 eine Teilmenge eines komplexen eukItitsLiien 
Raumes und r„ em n Element von 11, welches mat tier stark-
abgeschlossenen linearen Mlle von Ill angehOrt. Dann gehi ■rt r. 
— als Element der kleinsten starkvollstandigen Erweiterung 
von 11 betrachtet — auch nicht der (in its exisherenden) stark-
vollstandigen linearen Mlle von IN an. Nach  Satz  15 giht es nun 
zwei Elemente t und it von 11* von der Eigenschaft, dab 

r,= t + n 

1st, t der starkvollstandigen linearen Mlle von IN angehrirt und 
n zu alien Elementen der starkvollstandigen linearen Finitevon IN 
orthogonal 1st. Dabei mut also it 0 und daher auch (r„, n) 
sein. 1st daher r em n veranderliches Element von 11, dann stellt 
der Ausdruck (r, n) em n lineares Funktional in 11 dar, welches den 
Forderungen des Satzes 3 gentigt. 

In den eben vorangegangenen Ausfilhrungen 1st auch fol-
gender Satz enthalten : 

Sat z 16. /st IN eine Teilmenge eines vollstandigen komplexen 
euklidischen Raumes N, deren abge.schlossene lineare Hiille nicht 
mit zu.summenfallt, damn gibt es stets mindestens ein torn Null-
element verschiedenes Element von 11, welches zu alien Elementen 
von IN orthogonal 1st. 

Far unvollstandige komplexe euklidische Raume mut dieser 
Satz nicht gelten. Es sei II der komplexe eukhdische Raum, 
welcher im zweiten Teile des Beweises des Satzes 15 betrachtet 
wurde, und JR die Menge alter Elemente  (x„  x2 , x,, .) von 

11 mit 	= 0. Dann 1st 1111 eine in 11 abgeschlosscne lineare 
k 	It 

Mannigfaltigkeit, die nicht mit II zusammenfallt. Trotzdem gibt es 
kein vom Nullelement verschiedenes Element von 11, welches zu 
alien Elementen von IN orthogonal 1st. 

Dagegen gilt die Umkehrung des Satzes 16: 

„Gib( es zu einer Teilmenge TI eines komplexen euklidischen 
Raumes 	em n vom Nullelement verschiedenes Element r, von 11, 
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writhe., zu alien I.:terrier:ten von JJ orthogonal 1st. dann PM  die 
abeschlor.ene hneore Mille 	von IJ1 nicht mil 	zusummen." 
fit heliehige (vollstandige rider nicht vollstandige) komplexe  eukli- 

Raum• Unter den hier gemachten ‘' ,,raussetzungen kann 
bar das Element r, selhst der abgeschlossenen line-

ar.:r, Mille ...on Ili nicht angehrgen. 
Wir hahen in § I en Btispiel fOr die Mr,glichkeit angege-

nen dab eine ...chwache Fundamentalfolge eines vollstandigen 
ir,mplexen linearen metrischen Raumes nicht schwach konvergiert. 
Lin so:cher Fall kann in einem vollstandigen komplexen euklidi- 

fraurne nicht eintrf.ten, sondem es gilt der 
Satz 17 In einem volishindigen komplexen euklidischen Puume 

ii jvh. ..(hAurhr Fundomentalfolge schwach konvergent. 
voNstandige komplexe euklidische kaum ist also auch 

cir41;t: von MAzi:k 4 schwachvo3standig. 
we 	Ls sel r. in 	1, 2, 3, . .) eine schwache Funda- 

met,talfolge des voilstandigen komplexen euklidischen kaumes 
!;a ,.h Definition 7 existiert also i(ir beliebiges n it Jim (r,, n). „ 
Iro.selbe gilt daher auch von Jim (n, r.). Der letztere Ausdruck 

• 
t ato:r ein lintares Funknonal in n, welches wegen der Be-

, f.hranktheit der 1 - olge r. selhst he.-ichrankt ist. Also giht es nach 
Satz 11 ein Element r von ft von der Beschaffenheit, dan fur alle 

	

Jim 	(1), r) 

Jim (r„ 	(r, n) 
wegen der Satze 

Lim r, 	r. 
• • IL 

Damit ist Satz 17 hewiesen. 
Aus Satz 17 folgt der allgemeinere 

a I z 18. Is! eine Teilmenj,' J.Ii eines (vollstandigen oder nicht 
vollstandigen) komplexen euklidischen Raume.s schwachvollstelndig, 
&inn gib! i zu jeder schwachen Fundamentulfolge r„ (n - 1, 2, 3,...) 

von li  ein Element r von Di mil 

(13) 	 Lim r„ 	r. 

Der Beweis dieses Satzes, der em n GegenstUck zur Definition 4 

• 
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darstellt, ergibt sich unminelhar aus Definiticn 6 und aus Svz 17. 
Aus Satz 17 folgt ferner, dab man men komplext : iei  
Raum, in dem nicht jede schwache Funiameitulfolge 
vergiert, zu einem komplexen euklidischen Raume 
in dem jede schwache Fundamentalfolge schwach ;come 
gleiche dagegen Satz 7!) 

	

Satz 19. Dafiir, dafi eine Folge r. (n -  1, 2.  3. 	. 
Elementen eases komplexen euklidischen Paumes  R eine 
Pandamentalfolge sei, 1st notwendig and hinreichend,  dap  ewer. 
Grenzwerte lim 	(k - = 1, 2, 3, .. .) alle  existieren  unti  

SI s,G 

die Folge der Zak/en 	beschrankt seL 
Dab die beiden hier angeftihrten Bedingungen ftir die Eigen-

schaft der Folge r e , schwache Fundamentalfolge zu sein, notwendig 
sind, ist fast unmittelbar klar. Beim Beweise, daLi diese Bedin-
gungen auch hinreichend sind, kann man ohne - Einschrankung 
der Allgemeinheit annehmen, dab vollstandig ist ; es 1st narnlich 
offenbar die Folge r, dann und nut dann in .8 schwache Fun-
damentalfolge, wenn sic in der kleinsten vollstandigen Er.veiterung 
von it schwache Fundamentalfolge ist. Wit wollen also annehmen, 
es sei vollstandig. Nun folgt aus der Existenz der Grenzwerte 
Bin (r,, r a ) (k 1, 2, 3, ...), dab auch lim n) stets existiert, 

wenn n der linearen Mlle der Elemente r e  (k=  1,  2,  3, . .) ange-
hon. Es sei jetzt n em n Element der abgeschlossenerz linearen Riffle 
der Elemente r, (k 1, 2, 3, ...) und g eine positive obere Schranke 
1U r die absoluten Betrage dieser Element. Dann kann man fur 
jede positive Zahl e em n Element n* der einfachen linearen Hulk 
der Elemente r, finden, so dab 

n — n < - 
4g 

nit_ Sind andererseits die natUrlichen Zahlen m und n grbeer als 
eine geeignet gewahlte Zahl, dann ist wegen der bereits festge-
stellten Konvergenz von (r„, n') fur n co 

(r„ 	(r„, ne )j--• —
2 

und daher 	 • 

n)—(r., 01= 110,, 	—(r,., oe)1+ 	,  a  —01 

	

n') —(r_,n')I +( r.I + IT.1) ID — < —2—  +  21 	'=` 

o , fer 

(27) 

.st Aus (27) folgt aher 

(13) 

11 und 2 die Gleichung 
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Also exisbert Jim (r., n) auch stets, wenn n der abgeschlossenen 
• 7 

Imearen Mille der Elemente r, (k 	1, 2, 3, .. .) -ingehrwt. 1st end- 
Judi 	ein beliebiges Element von 11, dann gibt es wegen der 
Vollstandigkeit von 11 und nach Satz 15 zwei [temente I und n 
von II, so dab die Gleichung 

111 	I• n 

bestelit, t der genannten abgeschlossenen linearen Hulk angehort 
an 	zu allen lire ii Elementen orthogonal ist. Dann ist aber Itir 
n 	1, 2, 3, . 

n) 	(1.. 

Au- dieser (ileichung tolgt aber, dab lim (r,,, Ii) für beliebiges 

: 	existiert. Zusammen mit Satz II bedeutet das die Richtigkeit 
iftr Beliauptung, dab die Folge r„ In 	1, 2, 3, . ..) eine schwache 
1 .  undanientalfolge ist. 

Satz 20. Sind r, In 	1, 2, 3, .. .) and r Elemente eines 
euklidischen Puumes, dunn is! far da.s Bestehen der 

Pe:chunk,  
(13) 	 Lim r, 	r 

fmtwendig und hinreichend, dap erstens die Gleichungen 
Clis) 	 , r,) 	(r, r.) 	(k 	1,  2, 3 , • •  -) 

, 

and 
lim (r., r) 	(r, r) 
- • 7 

he.,tehen and zweitens die Folge der Zuhlen r,, beschrankt sei. 
Dal; the angefUhrten Bedingungen notwendig sind, ist wieder 

inimittelbar klar. Beim Beweise, dal; sic auch hinreichend sind, 
kann man sich wieder auf den Fall beschranken, dal;  91  vollstan-
dig ist. Dann folgt aus den Oleichungen (28), aus der Beschrankt-
heit der Folge ir,,I und aus den Satzen  19  und  17, dal;  (hese 
Folge r,. jedenfalls schwach konverg:al. Es werde Lim r„ 	r* 

• • . 
gesetzt. Dann folgt aus (28) (r • -r, rk) =0 und  daher  dutch 
nochinaligen GrenzUbergang 

- r, r*) 	0. 

Andererseits folgt aus (29) 

- r, r) 	0.  

Durch Subtraktion  beider Gleichungen erhalt man die zu bewei-
sende  Gleichung r' r. 

Satz 21. Jede beschrankte unendliche Menge lI cities kom-
plexen euklidischen Raumes enthalt mindestens eine schwuche Fun-
damentalfolge. 

Bewei s. Man greife aus 131 zunachst irgendeine Folge 
(n I,  2,  3, ...) heraus. Dann sind die Zahlenfolgen (r., r,) 

(k  - 1, 2,  3,  ...) alle beschrjnkt. Daher kann man unter Atiwen-
dung  des Diagonalverfahrens (vgl. z. B. F. RIESZ 8, S. 57) aus 
der  Folge  r.  (n - - 1, 2, 3, ...) em n Teilfolge r.„ (a 1, 2, 3..  .)  von 

der  Eigenschaft herausgreifen, dab die Grenzwerte lim (r., r..) 

(k 	1, 2, 3, ...) alle existieren. Dann existieren insbesondere alle 
Grenzwerte lim (r„„, 17.0 ) 	1, 2, 3, ...). Da andererseits die r„„ 

Elemente der beschrankten Menge In sind, bilden sic nach Satz  19 
eine schwache Fundamentalfolge. Damit ist Satz 21 bewiesen. 

MAZUR 4 nennt eine unendliche Menge 921 von  Elementen 
eines (reellen) linearen metrischen Raumes .schwachkompakt, wenn 
jede aus herausgegriffene Folge mindestens eine schwache 
Fundamentalfolge enthalt. Mit dieser Benennung kann man daher 
Satz 21 auch so aussprechen : in einem komplexen euklidischen 
Raume ist jede beschrankte unendliche Menge schwachkompakt. 

Satz 22. f(r) sei eine reelle Zahl, welche Funktion des Ele-
mentes r cities komplexen euklidischen Raumes is!, welches in einer 
beschrankten und in bezug auf die schwache Konvergenz perfelcten 
Menge 1111 veranderlich is!. 1st dann f(r) in %.121 liberal! in bezug 
oaf die .schwache Konvergenz stetig, dann besitzt f(r) in 'III  eine 
endliche obere Grenze g und es gibt auch mindestens eine Stelle 
von ill, an welcher f(r) den Wert g wirklich annimmt 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des von HaBeirr 3, 
S. 200 ausgesprochenen Satzes. Dab die Menge 'DI in bezug auf 
die schwache Konvergenz perfekt ist, soil bedeuten, dab jede 
schwache Fundamentalfolge von gegen em n Element von 1.11 
schwach konvergiert und dab andererseits jedes Element r von 131 
(Irenzelement einer schwach konvergenten Teilfolge von r ver-
schiedener Elemente von 9)1 1st. Dab f(r) in s1)1 Oberall in bezug 
auf die schwache Konvergenz stetig ist, soli bedeuten, dab aus 

E 	(n- 1,  2,  3, 	und Lim T„ r (nach Voraussetzung gilt 
D • OD 

also r EIJI)  stets  Jim f(r.) 	f (r) folgt. 
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e we 	des Satzes 22 Es set g die endliche rider un- 

or:ere Orenze von f(r) in 	Dann gibt es also eine 

Folge r. in 	I, 2, 3, . .) mit r. cJJ und lim f (r.) 	g. Diese Folge 
• 

heschrankt, weil die Menge Ji heschrankt 1st. Es gibt daher 
r.a'..h Satz 2 	eine Teilfolge r.. (a 	1, 2, 3, ...) dieser Folge. 

schwache Fundarrentalfolge ist. Diese Tellfolge konvergiert 
ar,er nadi (Jer Ober IJI gemachten Voraussetzung schwach gegen 

r,estIrnrntes Element 	Wegen der Ober  f(r)  gemach- 

•eri Voraus ,.etzurig muL daher g endlich und f(r,) 	g  sein. 

Aus Sat, 2 folgt speziell (siehe Satz 17) (fat.  jede  be.schriinkte 

:thi.ndltrhe Merwe eines vollstandigen komplexen euklidischen Paumes 
.-ionfte;tem eine vhwach konvergente I eilfolge enthillt.  Es  gilt dAer 

riPt Satz jede beuhrunkte unendliche Menge eines volt-
,tuotligen komplexen uklultschen Puumes besitzt mindestens eine 

IlaufungYitelle. 
1)•!finition II. Ein linearer Operator Ft in einem komplexen 

Putlfilici hen Pawn,- 	hetfie zu dem linearen Operator A in fl 

d 	'i  i' vi, enn far beliebige Elemente r and n  von  fl 

	

(Ar, I)) 	(r, fin) C:(J) 

hl. 
Zit einem iinortn Operator A in H kann es offenbar hOch-

Aens emen adjurafierten Imearen Operator geben. Diesen zu A 
adjungierten lintaren Operator wollen wir, wenn er existiert, stets 
mit A• hereichnen. Wie man auf dieselhe Art wie im endlich-
dimensionalen kompl ,Aten euklidischen Raume und im komplexen 
ffilloitschen Raurne leicht sehlieben kann, folgt aus der Beschrankt-
heit von A die fieschranktheit von A' und die (ileichung 

	

A' 	A. 
r)ef in ition 12. Fin linearer Operator A in lt heifk sel bs 

j a n giert, wenn A' existiert und mit A identisch 1st. 
Satz 23. 1st II voult1indig, dann exit hen zu jedem be-

oininkten lineuren Operator A in 11 der adjungierte lineare Ope-

rator. 
Bewei s. Wenn A heschrankt ist, dann 1st (A r, n) emn 

beschrinktes lineares Funktional in r. Es giht daher nach Satz 11 
in leder!) n genau ein Element u von H , so daB fOr alle r 
(Ar, n) (r, ii st. Dims Element u ist aber offenbar eine lineare 
I unktion von n. 
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Definition 13. Ern linearer Operator E in h hei,,se ein 
Ein zeloper a to r, wenn en selbstadjungiert 1st und der Gleichi:ng 
(32) Ei E 

genitgl. 
1st  ih  die  lineare Mannigfaltigken aller Eemente vr,n h v3n 

der Form En, dann ist 11.1i regular und in Gleichung (23) lit 
t - Er und n r —Er zu setzen. Da somit stets E: -  r lit. 
ist jeder Einzeloperator heschrinkt. Umgekehrt On es zu jeder 
regularen linearen Mannigfaltigked genau emen Enzeloperator. 
der mit WI in der hier auseinandergesetzten Beziehung steh.t. 
Samtliche von J. v. NEUMANN 5, S. 74 his 78 Ober Einzelopera-
toren (dort „Projektionsoperatoren") abgeleiteten Satze lassen sich 
auf beliebige komplexe euklidische Raume Obertragen ; gewisse 
dieser Satze sind allerdings nur unter der Voraussetzung der Voll-
standigkeit des Raumes richtig. Ein spezieller Einzeloperator ist 
die Identitat (der Einheitsoperator, die Einheit); diese wollen wir 
ebenso wie J. V. NEUMANN 5 mit 1 hezeichnen. 

Definition 14. Ein Einzeloperator E(A) in it, der von 
einer reel/en Veranderlichen A abhiingt, heijk eine Zerlegung 
der Ein he i I, wenn erstens far A <i und beliebiges r stets 

(33) (E*(2) r, r) - (ECior, r) 

ist und zweitens far beliebiges r 

(34) lim (E(2) r, r) 	(r, r) 
. 

und 

(35) urn (E(2)r, r) - 0 
- 

1st. 

Definition 15. 1st ein Polynom P(2) durch die Gleichung 

(36) P(A) 	ch 2' 
k 

erklart und A em n linearer Operator in einem komplexen linearen 
Raume fl, dann soil unter P(A) der lineare Operator in it ver-
standen werden, welcher durch die Gleichung 

(37) P(A)— 	ce A' 
o 

(A' —,- 1, A' A" A) 

definiert 1st. 
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S a • z 24 (ientigt em celbstailpingterter lineurer Operator A 

e.Iffn ;-niplexPn (wad:schen kaume . tt fur belietage r yam 

Prl:fe Ein. (.br Cngletrhung 

	

a 	1.1: :) 	h 

(. 1 	, 	sein) and genagt da5 Polynom 	mtt reciter, 

	

jur a A h der Cngletchung P(i) 	dinn ist fur 

(P(A) r, r) 0. 

:)..• • r S.t kw.n a.e.fernein ehenso hewiesen werden, wie 

z 9, S 3. 	i 33 fur den speziellen Fall des korn- 

H 	:Jen Paumes newiesen hat. Aus dem Umstande, 
Satz fur helienige komp:exe euklidische kaume gilt, 

ohne weitere .-.. it man nach Angahe eines he-

,- 	,..)-tadjung:erten linearen Operators A in einem voi/- 

	

1. , .n v. 	xen euklidischen Itaume •fl jeder ftir a 	h 

	

Funktnin 	welche in diesem Intervalle he- 

';'t (jrenzfunktion einer monoton nicht ahnehmenden 
Polyriornen ist, auf die von F. RiEsz 8 und 9 aus-

,..• 'ii.orrge--,etzte Weise eindeung einen selbstadjungierten linearen 
OA) in k plordnen kann ; dasselhe gilt (him auch von 

r 	ro. - ■:: ,:r 	unktionen Her betrachteten Art. 
%%in nun an soli in diem.rtn Paragraphen unter It stets emn 

ii .tiniq'rr komplexer euklidischer Ilaum vcrstanden werden. Es 
hrlierige Definition des linearen Operatores in Il 

allgemeinere Definition ersetzt werden : 

1)-ti nition if,. Unter einem hneuren Operator in :11 ver-

b to 111,111 vilIP Impure Abbildung von einer in I( ahem!! dtchten 

Ifni ii. ri •anntglalttgkeit 3 in dent Meant IL 

Die Ausdrucksweise 3 id t in it Uherall dichr soil dasselhe 

!... , :.•iiten 	ahgeschlossene lineare Mille (es wOrde hier 

yeriliv•n iii sa t'im 	die abgeschlossene Mille) von 3 fallt mit it 

	

Ainmeti". 	 - 

Ist A ein linearer Operator in it und ist die lineare Mannig- 

faltigkeit derjenigen is, ftir welche (Ar. 	ein beschranktes lineares 

I inktional 	ist, in it ebenfalls (jerall dicht, dann wollen wit 

ir (hese 	den in A adjungtillen linearen Operator A' definieren 

util tinter An dasjenige (tiai Ii Satz 11 existierende und eindeutig 
heinninte) Element u von fl verstehen, welches fOr alle r 111 

ifer Olekliting 

Euklidische Rkume v.as 

(A r. 	--- (r 

gentigt. Auch ein linerarer Operav,r 	- 
Sinne S 	selbstadjungifrt heiLen. w..-- 
is?. — Ein linearer Operator .4 soli Itt 
linearen Operator 11 vertauschbur 	 fur 
welches  A  r Sinn hat (d. h. r der in Def:7:.•,, , ,r.  16 
nearen Mannigfaltigkeit 3 angehi",n) auch 	Br) S. 
gleich B(Ar) 1st. 

Satz 25. (Zerlegungssatz von F. kit.sz .) 	j.' •• 
adjungierten linearen Operator A in - IC giht 
Einzeloperator E, in -ft von folgenden Elgen5chaften : 

1. E, ist mit A rind mit alien mit A vertauschbartn 
ten, liberal! sinnvollen Operatoren in fl vertauschbar. 

2. Es ist far ulle r, far wekhe Ar. Sinn hat. 

(E,Ar, r) 

—E,1 Ar, r) 0. 

• us  A r 	0 foig( E„t- 	0. 
Der Beweis dieses Satzes kann allgemein chenso LfefUhrt 

werden,  wie  ihn F. kiEsz 9, S. 31 his 44 ft:Jr den Spezialfall des 
komplexen Hilhertschen Kaumes gefiihrt hat. 

Satz 26.  Es sei E(A) eine Zerlegung der Einhcit. (Defini-
ti(,n 14.)  Wenn  das Integral 

.." 
(E(A)r,  r) 

endlich ist,  so  gibt e5 immer genau em n r*, so dap jar 	is 

(41 ) 	(e, n) 	(E(i) r, n) 

ist (Das  Integral  rechts ist absolut konvergent.)  Wir definieren  far 
these r  eine Funk/ion A r und zwar durch A  r  r* (r.  r*, is sind 
Elemente  von  it.) 

Dann 1st A em n selbstadjungierter linearer Operator in 	and 
jeder selbstadjungierte lineare Operator in it  kann mu  t  Hilfe einer 
Zerlegung der Einheit auf die.se Weise erzeugt werden. Durch die 
Zusatzforderung, es solle stets 

lim (E(n)r, r) 	(E(A)r, r) 
• - ffr 

is! diese Zerlegung der Einheit auch eindeutig bestimmt. 

(39)  
and 
(40)  

3. 
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Dieser Satz kann allgemen ehenso hewiesen werden, wie 
ihn J NELVIANN 5 und F. k1F.A.Z 9 far den speziellen Fall des 
kr,mplexen Hilbertachen Raumes hewlesen flatten. Oeniigt die Zer-
1egung der E.inheit E(c) der zuletzt genannten Forderung, dann 
ist 1.(ii) der nach Satz 25 hestimmte Einzeloperator E.,. welcher 
L.; dem sethstadjungierten linearen Operator A 	gehort. 

lst E(i) eine Zerlegung der Einhet, dann Riot es Einzel-
,,perAtoren 	(Sat stets 
/42) 	((104 r, r) • 	lim (E(p)r, r) 	lim (E(p)r, r) 

- 

• r).t Menge der Stellen A, fur welche 0(2) 0 1st, hetk das 
Partktopektrum uncl die genannten Stellen A selhst die Punkt-
i.,jraworte 	zugetZrigen selhstadjungierten linearen OpCiatrir% A. ■ MA PLinktspektrurn eines selhstadjungierten linearen Operators A 

e.nem hellehigen vollstandigen komplexen euklidischen Raume 
m;,,i; Nth! ahzahlbar 

Definition 17 El ,  linearer Operator A in einem kom-
rde.rel euklidi.when Paume heifie vollstelig, wenn die (Ileichung 
( 11) 	 Lim r. 	r 

lim Ar . A r 
• 

nath vh zieht 
(In der Literatur kommen such andere Delinitionen der V(Al-

velkett eines Itnearen Operators in einem linearen metnschen 
Paiime Wit ; diem sind atter im Falle eines eukhdischen Raumes 
.riser!? befinition 17 acjuivalent ) 

Satz 27. Elm celtydadjungioner ',nearer Operator A in it 
itt dann and nur &inn vollitetig, wenn 

I. A kern Streckencprektrum be:itzt, d. h. aus 0(2)r 	0 fur 
Ole A : 	Net 

2 the ,Wenze der Pankteigenwerte entweder endltch 1s1 oder 
ZWII unendltrh ist, aAer nut die einzaze Ildufunksstelle Null &sari 
(in diesem Palle mu a diese. Menge daher ahzahlhar semi und 

3. die linearen Monnigfallizkeiten. writhe zu den Emzelope-
'Owen 0(4 (2 , (1) getuiren, endliche Dimensionszahkn besitzen. 

Auch dieter Satz kann allgemein ehenso hewiesen werden 
wie far den Ifilbertschen Raum. (IlittiFser 3, S 201 his 203 ) Aus 
den ?Wien 26 und 27 folgt, (fat es zu einem vollstehgen selbst- 

adjungierten linearen Operator  A  in k stets ewe eedl i che 

unendliche Folge von Elementen  eo  von -4t und eine zuge -,:rge 
Folge tether Zahlen A, gibt, weiche folgenden Gleichunge -. 

ntlgen : 

k 	0 far k 1, 
143) 	 (e' e'' – 	I 	far  k =1, 

(44) urn £==O (wenn tine urtendliche Foige v 

(45) A r 	2,2„ir, ee ) e.. 

Aush die von J. v. NEIMAN,: 5, S. 115 uric: 	 6. 
S.  410 bit 412 ausgesprochenen Satze Cher die S2ektra,zer:eg.: -. 4 

sogenannter normaler Operatoren gelten far heliehige 	• 	: 

komplexe euklichsche Raume Die in den genanntert 	 2 -  - 

gen gefahrten Beweise lassen sich  narnhch  fast ohne Aiterung 
Wintautes auf unseren allgememen  Fall  abertragen 

§ 	Beweis weiterer Siltze aber komplexe euklidische 
RAume unter•Anwendung des Wohlordungssatzes. 

Einen vollstandigen komplexen euklidischen Raum it kann 
man auf folgende Weise definieren.  Man  verstehe unter den Ele- 
menten von ft die komplexwertigen Funktionen 	u).  deren Ar- 

gument u die Elcmente irgendeiner Menge 	durchlauft  ;  dabei 

soil  jedoch cz(u) nut far h6chstens abahlhar viele solche Elernente 
von  Null verschieden sein, und wenn u. (it -- 1, 2.  3,..  .)  Ele- 

mente von it von der Beschaffenheit  sind,  daft far u r  u„ 	-- I. 
2, 3,.. .) flu) 	0 ist, dann sr,ll auZeruem die unendliche  Relhe 

konvergieren. Die Summe zweier solcher Funktionen 

und  das Prciclukt einer solchen Funktion mit einer komplexen 
Zahl sind dann 'wieder von derselben Beschaffenheit.  Wit wollen 

daher die Summe zweier Elemcnte von it und das Produkt  eines 

Elementes von it mit einer komplexen Zahl dutch die Festsetzung 
definieren, dag diese Operationen mit  den  Werten der betreffenden 
Funktionen ç(u) ausgefahrt werden  sollen.  Sind ferner  r  
und  n ffiqu)} zwei Elemente von und ist far u a ,  (is  =  1, 
2,  3,  ...) 1(u) 0 und 00-0, dann soll das innere  Produkt 

(r,  n)  der beiden Elemente r und  ii  dutch die tileichung 
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(4(i) 	 (r. n) 	7 (u.,) u/(u„ ) 

, iefiniert werden ; es ist namlich leicht einzusehen, daf3 die auf 
der rechten Seite von (46) stehende unendliche Reihe absolut 
konvergiert. Man kann unschwer erkennen, dad durch die vor-
, tehenden Festsetzungen wirklich ein komplexer euklidischer Rau m 
•fefinien 1st. Ehenso kann man erkennen, (fat dieser komplexe 
euklidische Raum auch vollstandig 1st; man mut nur heachten, 
.JAL eiherseits die Vereinigungsmenge ahzahlbar vieler abzahlharer 
Meri4en wieder ahzahlbar ist und dat andererseits der komplexe 
ffilhertsche Raum vollstandig ist. Die Elemente von it von der 
Eigenschaft, SaE an einer einzigen Stelle u., n(u) 	I und sonst 

(u) 	(1 it, hilden ein System paarweise prthogonaler Elemente 
vow ahsoluten fietrage Ems. 1st daher die Menge :It weder endlich 
noch ahzahlhar, dann 1st H sicher weder ein endlichdimensionaler 
komplexer euklidischer Raum noch ein komplexer Hilhertscher 
RilUM Kornplexe euklidische Raume it, die aquivalenten Men-
en i entsprechen, sind offenhar isomorph. — Den Fall, dat3 ll 

•lie Menge der reellen Zahlen ist, hehandelt  J.  V. NEUMANN 7, 
S. 37 und 38. 

Definition 18 la X erne beliehige Kardinalzahl, dann soil 
Pin volt..tiindiger komplexer eukhdischer Raum it folgendermopen 
deform?? werden : man seize irgendeine Menge '.11 von der Mdcluig-
kph X fest anti ordne hierauf dieser Menge auf  die  cben beschrie-
Irene Art ernen vollstandigen komplexen euklidischen Raum zu. 

	

vollshindige kmnplexe euklidische Munn soil 	heifien. 
St*  1st speziell ein endlichdiniensionaler komplexer euklidi-

seller Raum, wenn X eine endliche Kardinalzahl, und der komplexe 
ffilbertsche Raum, wenn X die Machtigkeit der abzahlbaren Men-
germ ist. 

f)efinition 19. tinter einem vollstdndigen normierten Ortho-
gorrolsystem von • Elementen ernes vollslandigen komplexen eukli-
dischen kiumes verstehe man eine Menge  W1  von Elementen e 
von H von folgenden Ergenschaften : 

I. es Est stets ;el -1; , 
2. far c, r 111,, e, C 	e, 	e, 1st , 	 e,)- 0 und 
3. es gibt kein vom Nullelement verschiedenes Element von 'A, 

we/cites zu alien e orthogonal is!. 

In einem its  hilden die bereits betrachteten Funktionen 
welche fUr en, Element von 11 gleich Eins und sonst gleich Null 
sind, em vollstandiges normiertes Orthogonalsystem. 

Satz 28. In jedem volistdndigen kemplexen eukhdischen 
Raume gill es mindestens ern voll;!dndiges normiertes Orthogo- 

nalsystem. 
Bewei s. Man ordne jeder Teilmenge AR von it a 	us- 

gezeichnetes Element em n Element r ('i31) von 111 unter folgender 

einschrankender Bedingung zu  :  wenn es Elemente gibt, 

welche den absoluten Betrag Eins  haben  und zu alien Elementen 

der Komplementarmenge von  '111 orthogonal  sind, dann soil r(111) 

em n solches Element sein ; andernfalls darf din) em n heliebiges 

Element von 111 sein. Es gibt  dann  genau eine Wohlordnung von 
it von der Eigenschaft, dati jedes Element r das ausgezeichnete 
Element der Komplementarmenge des dutch r hestimmten  Mi- 

schnittes ist. 1st in dieser Wohlordnung r das erste Element. 
welches nicht die Eigenschaft hat, den absoluten Betrag Ems zu 
besitzen und zu alien semen Vorgangern orthogonal zu sein, dann 

1st der durch r0  bestimmte Abschnitt offenbar em wohlgeordnetes 

vollstandiges normiertes Orthogonalsystem von it. 

Satz 29. Ein vollstandiger komplexer euklidischer Raum 1 , t 

die voilstdadige lineare Hee  jedes  seiner vollstandigen normierten 

Orlhvonalsysteme. 	 -- 
Der Beweis dieses Satzfg-ergibt sich unmittelbar aus dem 

Satze 16. 
Satz 30. Besilzen zwei vollstandige komplexe euklidische 

Rdume vollstandige normierte Orlhoganalsysleme von gleicher 
drum sind sie isomorph. 

Bewei s. Nach Satz 10 sind diese beiden vollstandigen 
normierten Orthogonalsysteme isomorph, nach den Satzen 1 und 
29 daher auch die Raume selbst. 

Ein Spezialfall des Satzes 30 ist der 
Satz 31. Hat ein vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem 

eines vollstandigen komplexen euklidischen Raumes die Machtig- 
keit K.  dann is! dieser Raum 	isomorph. 

Aus der zu Satz 1 gemachten Bemerkung ergibt sich auch, 
wie man in diesem Falle eine unitare Abbildung zwischen it und 

d. h. eine eineindeutige lineare Abbildung zwischen diesen 
beiden Raumen, welche die absoluten Betrage ungeandert labt, 
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nerstellen kann. Man Utile zunachst eine emeindeutige Zuordnung 
zwischen dtm vollstandigen norm:•rten Orthogonalsystem von ft 

der fruher betrachteten Menge her Dasienige Element des 
vo,Istandigen normierten Orthogonalsystems von ft, welches dahei 
':em Element o von It zugeordnet ist, meige t(u) heissen. Das- 

Lement von h,, &"Pn zugthea:gt Funktion 7(a) an der 
u 	u, gleich Ems und sonst gleich Null ict, mrige 

ne:Len. 	durch 	Festsetzung, dat dem Element , (u) 
das E.ement •(u) 	k, zugerednet sem soli, eine unitare 

t.otindung zwischen h und 	eindeutig bestirnmt. Man hat nam- 
• :eder Linearkombination endlich vieler gu) die entsprechende 
neareoirination der •111) zuzuordnen. 1st abet r em beliehiges 

:...;T ent von It, dann ist : starkes ( irenzelement timer Folge von 
neare , ,mbinationeti end,:ch vieler ?(u); die entsprechenden Linear-

, r,%.raatonen der • (rz) b.. len dann 	starke Pundamentalfolge, 
wegen der Vo!lstandigkeit von ft, gegen em Element n 

ft, lark konvergiert ; dieses Element n ist davon unatahangig, 
t.t;e/ 	 Folge von Linearkombinatton•n 

e1 , 1,tnn 	(u) rr:a't ge..vahlt hat : theses Element n von ft,, 
:nut; , !e-r. Lk:Trent 	vo.U zugeordnet werden. 

10i) 	f .z.<• 	(lurch weiche das Element n 
,:efaiiert 19, urvi .-. ■ f.:r ii 	a. (n 	1, 2, 3, 	) q(u) 	0, dann 

I ;7 ) 	 ,) (11.) i(o, ), 

Surnmenzq.then im Sinne der starken Konvergenz zu vet -
t Daher 1 ,J diesem n das Elersient r von H zugeordnet, 
durr.h the (i:eichung 

(48) 	 r  
: 

V. , !Wttlif n 	Andererseits hat man offenbar 

(4's) 	 (n, titz)) 
	

(y) 
datier ist auf..11 

(71) 	 (r, (II) ) 	(II) 

Lind inan ertialt auf Grund von (48) den 

Satz 32. It Di ern volk.landige: normierles Orthogonalsyslem 
erne: Yollsrandren komplexen eukeidachen kuume. M und r ern 

Euklidsiche Plume 	oxlietriger 	 _'• 

belrebiges Element von ft, dann soul •.:on den Zuh:rn 
hOchstens abzahlbur v:ele von 
(n 	1, 2, 3, . ..) rind (r, ,) 	0 fa, 

3, .. ), &inn it 

(51)  

woher di Summenzeichen mai •S. inne der sfar-en 1.." • 

ver,tehen  LI. 
Iiiesen Satz kann man Ubrigens auch unal -Mw 4.4 ...- 

fruheren Cherlegungen nur unter P,entitzung des Satze, 28 	: 

der Definition des vollstandigen komplexen euklidist.htr. 

beweisen. Sind namlich e. (rt --- 1, 2, .. p) endlich 

von 1.1 ,  dann  ist 
r 	 2 

(52) (r, ej 2 	r — 1.0 
(r, 	e„ 	r 

I 

und  daher 
P .  

(53) r 2 . 

Aus (53) f.,Igt, daL von den Zahlen (r. et mit eIll hrschsters 
ahzahlhar viele von Null verschieden sein krmnen. 1st welter 

In 	1, 2, 3, .. ) und 	(r, e) 	0 kir 	lU,er e s  (n 	1, 

2, 3, ...), dann ist wegen (53) die unendliche Reihe 	(r. ..1 

konvergent und es bilden daher die Elemente 	(r, 	(p 	1. 
, 

2, 3,  ...)  eine starke Fundamentalfolgc ; diese mu b daher wegen der 

Vollstandigkeit von H stark korivergieren. Wird ihr Grenzelement 

• 
mit 	(r,  e .) e. bezeichnet, dann ist r — 	(r, e.) c. zu alien 

Elementen von ..171 orthogonal ; also muf 

	

r — 	ft, es) es  --- 0 
w 

sein, d.  h.  die in Satz 32 behauptete Gleichung (51) hesteht. 
Aus diesem so unabhangig von den frtiheren Ipberlegungen 

bewiesenen Satze 32 ergibt sich auch em n neuer Beweis eles 

Satzes  11.  Es sci L em n beschranktes lineares Funktional in H und 

es seien wieder r. (n _ 1, 2, . .,p) endlich viele Elemente des 

w 



H 
	

Euklidi.sthe Raurm v 	be;lebiger Dimensions/an:. 	 11 

n normierten OrthoL;onalsystems 1.11 von 11 Dann ist 

I■ 1III daher 

• (1,c,)c 	I. I 

Le,- 	L 2 . 
I 

SOMIt sind von den Zahlen Le mit (.E tJ hnchstens ahzahlbar viele 
von Null verschieden ; 1st e, :t) ftir n 	1, 2, 3, ... und fur c 

( 	I , 2, 3,.. .) I,c 	0, dann 1st die unendliche Reale ■.• 

qark konvergent. Man setze 
	 o. I 

(55) 	 S  (Le ) 	u. 

1st jetzt r irgendein Element von 711, (farm kann man ohne Ein- 
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dab ftlr 	Ui, c c„ 
(ft 	1, 2, 3, . .) (r, c) 	U und daher 	. 

(51) 	 r — 	(r. e„)c„ 

1st. Dann 1st abet- 

/.r 	I. 	(r, ej e, 	(r, c„)Le„; 
."7 

aber nach (51) und (55) auch 
7  

(r, u) 
	

1' • tr, c.)/. c.. 

Also ist 

(22) 	 I. r 	(r, ii). 

*wie in Satz 11 lichauptel wind. (Der in §2 gegehene lieweis des 
Satzes 11 hat gegentiber diesem Beweise den Vorzug, dal; er 
'hoe fleinItzung des Widilordmingssatzes auskommt.) 

Wir hahen in Satz 31 festgestellt, dal; jeder vollstandige 
komplexe euklitlische Ram 11 einem lig  isomorph 1st. lett be- 

haupte nun, dal.; jedes .1( awl' nur einem li e  isornorpn t d Lin 
das zu heweisen, genugt es offenhar, folgenden Satz zu 

Satz 33. Zwei verschiedene vollstandige normterte 	, ,i- 

nalsystente eines vallskIndigen komplexen euklidzschen Paton ,  . 

haben stets die gleiche Mtichfigkeit. 
Bewei s. Es seien WV" und W zwei vollstandige 

Orthogonalsysteme von R. 1st e" em n Element von Ali 	dann 
von den Zahlen (e"', c"') mit 	E 	hOchstens abzahlbar 
von Null verschieden ; 1st 	 n 	I, 2, 3, ... und 1st ?or 

e"' 	(n = 1, 2, 3, ...) 	' 2. ) 	dann ist 	- 

gleiche (51)) 

(56) e' 	1. 

Aus (56) folgt, daI hei festem c'"E IV von den' Zahleri (c , c'' ) 

mit er"E  110'  mindestens eine von Null verschieden 1st. Man kann 
nun in  ganz  entsprechender Weise schlidien, (la& auch hei festem 
e'' E 9211" von den Zahlen (e"', e" ) ) mit e" EIJI . " Mindestens eine 

4  von Null ver4 hieden 1st. Jedes Element ea , von W1''' kommt daher 
mindestens in *ner der ohen betrachteten Folgen e'„" (ft I, 2, 3,...), 
welche den Elementen c" 1  von WV" zugeordnet sind, wirklich vor. 
Also 1st All"' die Vereinigungsmenge einer mit WV" Aquivalenten 
Gesamtheit abzahlharer Mengen. Sind also itit'' und It' die Mach-
tigkeiten von WV" und...1.11' und 1st K. die Machtigkeit der ah:  
zahlharen Mengen, dann 1st 

(57) • 	
pc, 

Man kann nun' annehmen, daG ekie Mengen WV" und WV' unend- 
lich sind, well lUr  den entgegengesetzten Fall Satz 33 als  bekannt 

angeschen wer n kann. Ftir jede .  unendliche Kardinalzahl K ist 

aber 	 • 	 . 
.• . 

(58) N. K -ritr 
(S. z. B. F. HAUSDOTIFF, Mengenlehre, I. Auflage (Leipzig, ;914), 

S. 127 oder 2. Auflage (Leipzig, '1927), S. 71.) Also folgt aus  der 

Ungleichung (57) 

(59) 1,4  1) 	K11) .  

Da man ebenso die Ungleichutig kr" 1■VP beweisen kann, ergibt 

sich die Gleichung 	 • 
(60)

Kai 	1.11  

(A) 

•
' L ' korwergent und daher die unendliche Reihe 	(Le)e, 
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(Pamir IA Sat, 33 bewier.en. Au % Satz 33 folgt in%beikianilere finch, 
thr kiimplr fen enklidrehen !Mum,  koo, und fi„ , a ,  mil It" 

nit 1,1 iyanotph 'and. 

Iii. I I ni t  i f• II 20 	H PIN volitlfindwer komplexer eukit- 
1/ann, 	pin vidAidndilfes normierles Orthogonal- 

..y*.lem win •11, thaw heti:. die Machligked von 
Is I win If 

(Pr 	 kompIeze eukkili%the IzalIM 14, hat derriria( II 
1 	 hl 

1/1•11fIlt10) ri 21. I Inter der himensionizahl eines belielngrri 

l'ompie len enklidra hen Magni"; ver.lehe Man die Ilimension-anlit 
Pipin .Iris 	 1..rwederung. 

hi 	dif.!.vr liefirlititar 21 ist (la% Wort Dimerisionnzahl 
r;t,vrt. ,  Miff 	Arbrit zu ver%tehen. 

A in in r k tin g fin analoger Werke, wie wir liner Satz 33 
kariri marl all01 beweisen, dal; jr zwei lizen 

•• /Ind ' rine% knmplexen linenten Nullifies if stet: die gleichr 
MO ,  hligletil 

1;ilti.r rarer haw: einr% kornplexen Imearen kaurries  H 

(14101 unit I'M: .1/J111 i 2, S. 3'n erne Menge von Llementen von 
it v114;1410:1 werilen, von iletien cruilich vide %tet% linear unab-
lifingig %ind mid 	lineare 11111Ie mit 11 zu%ammenIallt. 

In den Linearkonihmationen eruliuii vieler Llemente von IV", 
al% writhe man die Llernente von It" daudellen kann, mut; ntim-
In II rile% I.Irment von /V" mindestens einmal wirkliclo vorkommen ; 
auk der gegeoieologen Annahnte wOrde nAmlich ein Wideripruch 
gilfeti die Voratitote(iIinV. 1ralueti, flat endlich viele E.lemente von 

Kim% imear 1111:0111:ingliC inn1. ANO hit Tr' die Vereinigung%- 
meow. paler it aglow:denten (lesoamtheit endlicher Mengen. Man 

nun elityre( liern1 writer Pa:Mitten wic hem Beweise des 
clAtie%  

liukltdviche Raur;:e v«ri belsehiger 

4. S. MAZES. Cher die Nullitetlen !theater Operahonen Srottha •.1...th•• 

manta. 2 woo, S.  II  -211. 

• J. v.  Nat DIANN. Allgemetne Ligenwerttheywie lierrraty Aclo..r 1 (in e' • 

v•ratioen. Malhematitrfte Annaien, 102 (1031), S. 40 111 
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10TL). 
1. ItsrAtt, 	 d'equanons lsnt'as,e  a  rine unfunuf. d'av ft 

1 1.43). 
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INTRINSIC TOPOLOGY AND COMPLETION OF W)OLEAIsi RINGS 

JIb Ili.•101 

I!. 	st..41 I Is 1..1•1 -"I 1.1111 ,  

‘'rios■ 	_ 

It !I i 	3 -411...13 	I:,tt,e, 	I no• 	11w 11104 - 1 

pr.013•1 	 11 %%all Iry 	 .• liv■7 1113‘ificil •1,1111 , 111 

1.1811131tor.1 Iti :111 	otf 11. 11- 4•10.1,-1“... -Hirpep.o.s1. In I 1, 	:111.1 ii.,• pont 

■ 111H4.1). 	.11111111•Iloolt, 1:11111 ,   1 /4 I 	drill; tit. .4 	ti titi. 	clocul Io• .1. 1.s• 

Ilio• 	 1•Irtiot•if 44 	 I 11.111..101- 	/4 . 	• 
. • , 	11 	114,11,0- •tsh, irf h■ ul 1.1.111.111-.(I ,ii.I I'. %%o• ■%1114. also• H 	I. 

111.1. 	Id II 	:611 1 1..0 	, Ir 	 .1 I:, 	•r• 	If I i. 
rum! t%.• .1. 	Yllitt • lllll I 	•1 	 111,  .1111411•Iiro•) tH I ■% so deinal11,ii ;Hid I. 

t% )1 Is ro• 	t 1.. I I. •t 1.. b 	\\ 	hi -111"1. c.114. .4 Ilie• .1411- I I 	mod 

si“.1.1... 	,1 • 1 1 4  "1  III,  -jun /. it I 	 Mad. 

II..• ■ I. 	I ...kr ill, 	 %%rit.• is • I, or 'O. iti-1 , 3.1 
h, awl is 	I 	I, it, ,li.:111 id is 	, b 	s• e:ill :8 -111“1:1-- 1 1 •/1 	 1 

h,.,••••h,/ ii ti,.-p.• 0.%1-1- 	is-ti 	1011.• 	 b 	•1.111.141. iii 	I  , 111•11 11131 

Is 	• 

1I 	 .r fit 14 	'H I, 	 III "a 1311 iv.... :1111i 

31 - 4- 
 

ii 	oi II, I 	 -1•11 ,4. 	it, 113' 1.31.••r l 	1 1 I). 	v.p..cia ll y 	\ III). i c  

11:1--ner 	r3111 3 I 	 13.tiii.1..1•• if it 	a•rottiplo.te lattive. 
111.1 .1 ii rum it it i- 3 a 1:1111.4•. 	II :1 -Owing I :111 Opal) sit:, 	ring 

, 	„ 1, 1 1 	‘‘,• ,.3 11 I t a  d.,111,..1, 11... 	 '1'1 1 ,• 	 4111:11 1,1,•31“ 

.1 111 I 	•-:11111. ..•11H• 	i 	) 	The 	" 	 61, 11.1 

-wail 1.31 	 ckiiivilt- 4.1 	I -  %tin 	 1 .■ 
..1 	ii ■■■ • 131,1-i.ler 	-.3,iivii•3• sit 1.14.1133.1, 55.. 	 VH• .11311 1114)-11  

ii,,- -1111.-ill..11 that ti,, itusI,. 	n rims 1 1111,i841. :111 natural 
I I %%I• 	 11 , . •  1114. IIHIIH11.11"141 	411.1.04atiloil t.1 \I.  II.  Slii.oe'N paper 

\ 	I 	II A111 	8.1 	 Its 11 ,141 %5 .11111110 :111% 	Uri ii. • r 1.1 . fere 

I. Introduction 
1.,INditt% sit 	1:11 	10, 	 11.• 	 aY: 

/t .1 	 .1. I. no nix .1,,1 is tunic, hem II.. pr,,11. sly Hail 	prmIttrIlit... 
. 	I 	'2. • ■ • • • ). at/ 	 I. 2. 3. • • • 	P.1) ,  E! 	III •

• 

,/ • 	//•• p .4411 	, 	„ 	rt.?, lora 

• 	. 	 . 

Ell ., 	 tr. 	11. 

•• 	I••• 	 •• 	I • 	•• 
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Ii,. *qui ru-r 	ta maul 11, mruer(p ima.rmb. II au to hare. th ,  lima a 	141 fig al - twill. 

(11), p. 453.) 

'nw lattices eorisalereil in I.. 	1%aillorovitell'- paper 	I  ) 	.111 the 

property that lir—, vi, , 	 I. 2. 3, • • • ). 	,JI . and 

tt, exi-t alivilv‘er the ...view •• 	 '11111- hatootie. itch 

hilly iqty it /44'f4llf•loll .  fl„ III NH ,  % , 114 , ' if It 

- 

	

Ili this Pal ," the illotvt .  l'ollvergenve-ilefinit ion a ill lie .on-nli-ial,1% 	netalizi ii 
for till .  f'll^1. I loaf t he given rat ii.'. i- a !fwd aro sag 	 fle.laa• ti.. •oil- 

vergenve of it ..,•/ i lienve of element- II. Of vi 111011.11t1 111 , 11 %\iti 	 t 	 lint 

I 17_ 	 a, 	I. 2. 3, • • 	,I1 	et 	mot II: , Er_ • ,,, 	• 
not even ^, 11 ,P , O .  that the 	 yr, 

	

of ii... 	 Il•flfi if /fa' to. ill Is 	la, • t /)1,1/• 'at 	.;, 2 01 11,1- 

paper. 	In §3 	.11;111 .410\1 01:1 ,  la, 	 Jr,' 	rt, anal 
n  = 

 

I. 2. 3, . • • j exi-t 	vow ergo nee-ilelitation emit ,  nle- 	itli the 4/ 

given in the introduction. In ;1 an .111111 int volitive the important notion ol 

invariant -iii .riag a of /I KIV/11 I vit,la ni i i i11/1 t 	V 	l ii i I ellIl a an in..almo 

-nbrina 	.4. nr .1 an invariant •xteri.ion of u. it e% 	ii,fitlite rola of 1.1 ,  111011I 

of a, whenever it 	 re-peet to a, •xi-t:- al-ii a Oh re-pe, t Ii, .1 , 	ha- 

t he 'quit , ' % .1tItte• 	In §r) 	'I. fin. the not• 	a jain-tritinatin .1 of a 

Boolean ring a. .1 a ill lg . i,i4 to Ile II illill-1 90 1. 11-pai of a if e•verv element of .1 

i:-  it  join of elements Of a Wil I tf•••peli tip .1. 	%1 -hall 	t hat  any  j. taut. a . / 1,001 

1- WI 	ariattat exten.ion. The airflow ill "ill':Ittiafst ext.-iv-nth" 3 lot '•p ait  - 

f•Xtels.i4/11 ''  Will 1/1111' all 111110011001 rtillt ill I he iaalloa 114( paragraph 	Ii a §f. v. ,  

-hall 4141W that th.. 	Imaalam..10 I 

	

11. 01.4 . 1:011,11- .41 a Illaffflf.fila laflif al, 	ati.j• 

on- under the ititroslovi..1 -eyn-nlnal topolost .. : tooreovet 	-11a116.4 , 1 , v. 

r 	other relation- 	In ;7 a• -hall -ay a fe•vt: aural alo,111 	1 , * .11 ,  

	

delf•risallif -fl lay !la,  int riolia••••1 4 .4111#11614.1 	 If, V4, 

ate how far ti.' • theorem- on -iniple -ilia-nee- in a lioolear: ' , lig 

hitherto van IA. exit-n.1041 to 	-44111.11ef'-. 	In CI WO -hall. folli/a lila 	 .I 	 .1, 

1 failtzist% paper '1), define the 	iiii of a ffIllIfillf10•111al 	 elf•Ifeflif - 

1/ 11001f•lill ring. and explore Ili la far D. Vali In•titzia's 	ean lam al/filled ta. 
our raw. 	Ira 0111 'at •' -hall -Ism that the 	 top,,logy 	 I.% 11,4 
el,,,..11r/-top,o1/4% 	j iiiii 	Ifl fri 	it. 	fafat 1.1..100141 %Oh 110 .  walapia:a: 

1 4 ,1,,logy. 	I ha% a' fa , / farther ellts.r/41 pi to the examination I,t t 1,1-  

vat vv- 	 ta.po1/4iv, lait leave it to further int f•-t 

I- 	 t 11:11 a /IP theory develope.1 iii t hi. Iravi.1-  can I.. 1.1t.11 \ 	• 

t.1 	iv, 110 . 	 Fritz 1(14-in 	liftlo - t 	IV) Pall- 

Sehrovii-rwhe er4a:001‘.... I -hall ilea] a it Ii thi- matter in a latf .r papf 

4.- Xts -ta-Ifftl nf thir -tlivory to arbitrary,..latt iii- might he   • .sti • 

It 1- for in-lanier trot true that tiff. unity- flisitlarnental operation- of an nrhit a rats 

Irtf I  a.. •!"/- ,, ,nttrovol- A 'oh fl--10-•-t iv, t10...4110.ntna 1 topnIt4tv j a •i„ 
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intminetion. 141 a partialiy ordered set .4 consist of an enumerated sequence 
of elements , of anothh sod( wramenee b„ and of a flirt her element e, between 
a Ii iii i there are defined the following ordering relations: 

< a. , 	b„, < b. 	for m < n; 

a. <I, , 	 for m 	n; 

< e, 	b. < e. 

1m, n 	I, 2, 3, • • • .) 

Then .4 is obviously a complete distributive lattice. ADDED IN PROOF: A if. 1240- 
morpliie with Nlia• lattice 14.7, 4.12, 4.71. See H. M. NW: Neille, Par-
tially ordered sets, Trans. Am. Math. Soc., vol. 12 (1937). pp. 416-460, especially 
Theonan 1.15. If in > a, then 

a•,19„ = a., 

a, v b„ 	b„, • 

Obviously wv have, by the convergence-definition given in this introduction 

lim a„ = e; 

the 'Mier hand wi have for 	= 1, 2, 3, • • • 

adit  = 01, 

lim a.b, =-- al , 

hile 

2. The Sequential Topology T(.1) 

I n.F1 N erne: I. ity is 	?no niof 	of elements a, of a Boolt.:n ring 
.1 	email viii lb ra, Ili vi of .1 of the property that, if we audabiy choose the natural 

r l„ 	har, for n 	k 

< a.. 

It i- fivar dust the property of an elena•nt u of A to lw a subelement of the 
,41111, 111 . 1 .  IL, is preserved if a e replace a finite number of its terms by other 
element., if ae n/1.1 or omit a finite number of terms, or if we change the sucres- 

.4 the terms not necessarily only of a linite number). The same hold.s for 
tie , 

 
''"'I it,- of supen•letnent, inten•ham•tit, lower limit tipper limit, and limit, 

ladi at. shall define more fully below. 
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Any sequence of element:. of a Boolean ring ha, at least one subelement. 

namely the sem-element. 
THEOREM I. The subekments of a arguer'''. of tee merits a, of a Baptism ring  .1 

ronstaule  an  ideal in .4. 

THEOREM 2. If U is a msbelemerat of a sequence a, , and Si ex me arbitrary b-

merit, the n alb  is  a suhefreneral of the sequence' a,b, and to eve ry smirker', sit u• of 
the sequence a„1„, there exists a embeterm 121 U af thy iwquence such that a• 

DEFINITION  2.  By a superelement of a mrquerret a, , we mean an elem. of "of 
the properly that, if we suitably chows the natural number ets hal., for re ..).2 

a > a.. 

It is clear that a sequence of elenientsof a lits,14•att ring .1 is Isantilld ill .1 if 

and only  if it  ha.s at least • supen•lenu•nt in Ai. If .1 has a unit every sequence 

of elements of  .4  is bounded. 

THEOREM 3. The super 	lenient:, of ft bounded sequence of lements of., Thalia', 

ring .4 constitute a dual ideal in .4. crhi.., thud ideal is a Boole-Sehroder lattice 

in the SCnse of the paper (1V).) 

THEOREM 4. If a is a supereletnent of a hounded sequence a„ , and b an arbi-

trary elemv nt, then a v b is a Ruperelement of the nequenre a„ V 1,, and la everg 

superriement 0* of the sequence a, V b there exists a superelement a of the papa He, 

a, such that o• = a V b. 

DErrNaTtoN 3. bet a, be a bounded sequence of eltrIlenIN of vs Baal, an ring  .1, 
and also a an clement of A. In this case we call a an interebment af the 10 qutnr• 

a, with respect to :1, if 

U < a < 

whenever is and o are elements of .4, and u is a subelemmt, 004 o a xi, perelement vf 
the sequence a„ . 

DErtNiTiox 4. Let a, be an unbounded =malice of elements ti/a liaalean ring .1. 

and also a an els meat of A. In this case us' call a an juke-ohm, iii 'if  lb, merle bre 

a, with respect  to  .1 if ab is, according to Definition 3, an interelem, nt of th• baanehil 

sequetwe  a,b  with respect to for every element b of A. 

Instead of saying "a is an interelement of the sequema• a,. a it hi re-peat to .1" 

we may say more simply "a is an inten•lement of tla• sequetici• 0,, "  if there i. 
no &alit to which Boolean ring the term "interelenamt" is referred. 

THEOREM 5. If a, and a are elements of a Boolean ring A, then a is an int, r-

aiment of this segreence a, with respect to .4 if and lady if ab is an in/, releem ni af 

thr sequence a„l• with respect to A far every ukulele/ b of .1. 

PROOF. AM for the ease of an unbounded seqta•ma• Theoren 	invidved by 

Definiti( 4. we ( an restrict ourselves to the case that t he seqm awe II , is. h.v,ii,i,. 41. 
Let us supp(*••• first that a is an interelement of the boutahal ••equsalee 

and that  a  further element b is given. Then Theorem '2 involves that 



hortteN er a• is a suliel•ment of the .topience 0,6 . If on the other side a• i-  it 
superelement of the sequence 	. and o a -opera lenient of the 61'111 !..etioeflee 
a, . wt have for n 	k, 1 k I- all appropriate natural number. 

Il e  V (II + al) > a„b 1  a, 	a„le) = 

hence, according to the supposed property of a, 

o• V (0 -t- oh) > fI 

and 

e > ab. 

(I) and 12) involve that ab is an interelement of the sequence a„b . 
Now let us suppose conversely that al. i siii interelement of the seqUenee 

for every element b. From this .uppestition it yield.- especially that a 4 a 	e) 
is an interelement of the sequence a.,ia 	alaliever c I, an upper !bound of the 
.equence 	. Thw• ue obtain immediately that a i.au interelement of the 
sequence a, as we want to prove. 

TtmottLal 6. If a, awl a are ,km, Wm of fl Ifookan ring .1. then a ix an We -- 
(1, in. ol of tie M yw ewe a, uith respect to .1 if awl only if a / I, is an taltrckno•ol 
of tin s.lue nr, a. / with o spa to .1 for ry Ikm4 lit t, of .4. 

Newt- . If a / b 1. an interelement of the sequenee a. / b for every element 
b then a i.. an intereletnent of the sequence a„ since we may put especially I, = 0. 
Now let us .uppo.e conversely that a i- an interelement of the sequenta- a. , 
and I,  an arbitrary element. Let us further suppose that the stopararre a, j. 
?.,,,b S. In thi- case the sequence a, / b i. bounded too. Let ro• be a -tile 
clement . and o• a superelement of this sequence. Then + i- a 111/4fleftwut 
.,f t he .equence a„ 	t hu- als. , 	 the sequeutor a. . Aecording 
to the .upporeol property of the element a we have 

it•b < a, 

tthe-net• 

< a 

Ii tl.r- rr , h. r-ide Theorem 4 involves the inequality 

4 	 a* > a v 

From 3 ,  anti Ir it follow ,  that a ‘,/ It is an interelement of the Setilif . /11 .0 (j, V b. 
If the .4-f1llf•liet• a, is not hounded e observe that ar is, by Definition 4. an 

intert-lement of the bounded sequence a.c for every element c. Hrnee, areord-
irig to %%hat a e have just proved. or v (a V b)e ;ir an intereletnerit of the 
-toot-nee 0,c 	ter 	O J by-. Thu.. V. . obtain ita..in the restult that a 

intenrlement .4 the rellilf•Iire a. I b. 

Tithottut 7 74" rnirrarrnents of rt apt, or. of el. Frantz a, of a Boolean ring  

A evaditute a draw euhlather, of .1. fThu e sublattiet 	lIsottle-Sehroder lattice 
in the flellSe al the paper (IV). 

THFORLIA 8. If II Ill 0 	 and a an Ent- rel, in. 1..1  of 	hamsf 	to. 

a. • thrn u < a. 
1HLOWL.11  9.  If a is an lobo 11 Ii. ,  of of el ,...1w-nr. ii . , find 

a• 	a 

ro-twr u ii  a  ,,alo ml?,? of the MIMI 10 ?mince , 	tol a• 	11 on I 	I, flit

of thix awned . 
'Theorems  7.  k. and 9 folio% ea-ily from Theorem 2 well  Sr 	 I nrfuntion- 

arid I. I  Notice that a"1. < 	b for every b nimbi-- a 	ii 

DEFINITION 5. If a. IS a mom. nr• u,f eitINIFAIX of  a 	an  1 qg .1 , gnu Si.. 

/attire of Oa  ii,Ii  r• 0710 ols of M. s. to, or. a. (cab respect lo'  .1  has a ro, 	I., 
is card Mr bart r haul of Oa 	nil a. 111.111 (0410101 101 .4 Ufa! St olds 01 by • I uf, 

The expren; 	 ''lower limit of the '41114101' a, with r.--p.'.t II, .1 '' ma% he 
replat:ed  by the  simpler expres.. 	 - loacr l,iu,it of the -ell orentre Vi . if ti. re 1- 
no  doubt to which Boolean ring it refers. In this ease the -igri 	a, TWIN Is. 

•• .0. 

replaeed by the -impler sign lint a.. 

If Ii,,, a, exist. the lattiee of the ititerelementm of the orojisertre Si. I. u Boob 

ring, and lint a, i- 	zero-ekntent. 

I.t/411A 	If  a > a trla-ralcr U • a Pub ft, 	ne  of  a vies?. is qui oil ii . ,Ii WI 

Ii,,, a. r.rtsts.  Mtn 

Vi > lift, 01, . 

Pawns. If 	i- a -uhelement of the W41111101' a. then I r OM 1 )1 , 	(0,"•• 

and from Theorem 8 (onto.. that 

a Ifni a.... a. 
• 

Thi- inequality rurplie-. by Theorem 9. that a Ii/G a., l• WI I f.1. - r.-1 ,  rid i,/ 	1.., 

si-111111)(1. 	 'Al' have. seirording to Definition 5. 

a lin, a, 	lint a, 
• -0 //4 	ft '00 

or equivalently 

411171 a. 

NI' Vtis}14-41  ti  1,19VN. 

DLPINITION  6.  If a. Is a is qus hr.,  of Ifrawnts of a 	 .4 • • d • 

lathier of th, 	merdls of Si..a.qui two a, ulth r,  xis 	.1 	 . „ I 

c. rall4d th,  um. r lime: 	11,, mops. or. a, filth II 11,0 11 PIP ,1 'ii.! 	 •,, „, 
. 
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111.‘111 	1 , ••11. 

• h.. expt-v-4-ioa "tipper limit of 110. ,sAiiieti•e a_ v.ith re.peet 	may he 

hy 1111•••111iiiier exlire!..ilm "upper limit of the wtits-nee a... if there is 

ti. .1 	Ii, %%Well Itoideasi ring it refer.. 	In thi.- ett.--e the mign 	lint 0. may be 

rept:troll by the •iiiiitler igil lira a, . 

LEMMA 2. If ti < t. UiItSUlf I II ill II flip fib 	Ill of a girt I. loomoratil !returner 
ft. .11,1,1 Ian a. t jislu , Own 

a < 1411 a.. 

l'itota. 	If  o jl  it -oim.rdettivot iif th•• .44 i llei lee a, t10.11 front the hvisitlie•.i. 

tollo. t hat 

ii \/ hill 
• - 

1111'llervi 	hill 	I.Y I h.finiti4m 3, all iliter,frowot Ill filf• ...4.4 i ia.ore a . , 
•. 

the other  . 1 11e  at• Int% I.. i.v I 	JJJJ It, 

V 11111a. e  11:11 

or •-•lait 	1y 

a •" him a,„ 
.1.;;•••• 

.;- 	1-1;ed to prove. 

1 o 	01 .1 114 	1.oth liii. st„ 	litn 	rt4 No re 

lini vi, e 11111 a.. 
•—•• 

	

I to oiti.tt II 	I lonth litti Ii. owl lint a. txtd till Il U if till ISIS' ri It Sill itS Olf till 

, r fO Il, If fowl onho of 

	

lift' a. •-• ti 	lint a._ 

11,I II I 1,0v, .4.111.• 1r111.-11111te '10111.11m. (if 110 kti , mli fide- n huh tili• finite 

•• • of:I 	 •1•101 cilia ol•ev 

	

1 it iv t 12 	/../ tt O. It 	 ra•nt. otl 	1104, III. IIOI1 I. ow/ ob., 	till 

••• • • • ,f 1 	I/ 	this,  film II., • 	111111,,  r, IL., 	gm' 

JJ • tl 	." 

It 1.• I'll% 1.011AV •LlIffir11 . 111 	 Ihetit 

t itnplif••- 

r 	(fl "I 'lb. .•  

INT1UN1114.7 Tt lIM11110.11 	tiltsi t.11. ‘• 	 It I ., 

From (5) followg that 

r 4,  do .0.-  a 

for ••very element a of t. Hem, 

c 	ch ••-• If 0, 

and 

vte wi.lted to prove. 

In  the  rolltAintr  110 -01.11, - 13 1111 17 the 	 I. - 	I 14.• 

:1•  10  Theowin 12 	In 111.• .1$4•1111 1 11••• ■ • or( firerktm 	• II,. 	,t I II 

pr01.141 1/7.'  J. vOlt  Nol• iiiii 	 1.,1111101•••• WI glad 	oie• vow1 	haw ,  t.o. 

,%1 •10-1 14lx,  p.  7. 	S44 .  :t1.4/ 	\I. Mae Neale, 1 	Th•-••••••• ■ 7 Pt 

Fit  LON 	If E... •, 	III. it E„,, 	'fhb,  b000  It  WI  If I yowl itt 

■ E„„, )6. 
 II  r  i  vii, for every element it (of 14 till ii 

r 	IE 	(E .00,1 	al,  .1 1Ei + (>„ 	/I I or  a •  .R• 

rr (E 	E •• , .P 
arid 

c (E 
e 

Timokkie I I 	If II.. 	I 'I 1), ' it E.. • if • INS) I/H./. boi Mod I. hI/.0iI 

p vi 

PROOF. 	It l• 1 110111foo 

+I, JJ a 	I.* + la 

for x /I 	If 	- fon lot i, , r v f-11.-ment ii i4 141101i 

for a • ti; 

I. • is 
...• 

anti 

On 
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TH loREM 15. If E„ . e a fists ii,,,. H... (6 -er 	) tixbi 104,  and in equal to 

1, E.., (1, 

hamtv. If c < b + by for a 	then r 	b and cvi = 0 for a t 	thus, by 

Theorem 13. c E„, e  a = 0. and c < b + I , E.. I,. a. 

TlitAno.m if,. If 11.. 6 	.CIPIP 	h 	. 	itiq • „r"1... loft and 18 rqual tui 

t  • c• ■11  

Ii e < 	+ al. fin a • 	thili •••-'  it  1.4• 	# 	tiiii 	< II•.e a; on 
the other -ide 	= 0; hence 

r < II a + (pe a)b. 

T111.4)1t1.14 17. 	If E..,.vi I 'PIP lb.,. 	„ p(vi -i-  4110) l'il".81,1 too awl is equal 

E ,„ 	— E.. p )6. 
pao,o. Ii > 	+ al• for a t 	tiwn c ji, > vi bra.tt, thus C V ii > 

E ., . 	anti > 	...a + (E„„,a)b. 

TniiiiiLM 	If a is CM jib al Ili a houban ring , then a" in the rlann.of all 

r 1. tea oll• I.  of .1 •• ,rch that b 	 a for an appowria(e eadtria88 	of a. a" i8 a 

al if noel wily if 	a •.rintn; in this ram a" = a( D '• a). ADDED 

I I'll's 	Theorem IS is partly eontained in Theorem 2.1 of M. If. Stone's 

paper ■ ,11.1/ ,/ , 	41171fleteliZaliMIA 	 rug" Ftindamenia Mu th_ 

t.roatic:n , 1.o! 29 (1937), pp. 223 -303. 
paa,or. Foul the definition, rd• a" and from Theorem 13 follows that a" eon-

tan'. r1,,. elenwrir E:, 4. a whenever 1 11 C a. and E:, e  a exists. If b is an 

1,itr:aN 	r i ,.•ut of a" a.• pot It 	a.a1b). Then I. > vi wh•nevo-r a i-  iii eli'- 
It 	an arbitrary element of .1 then 

(b + bc)x • 

TitzomEm 19. lirn a, rxiaix if and only if E.. 	u,  ii la my fl. • la of 
• —•af 

'whets-me ette• of flu sewn etre a. , r.risin; (n Mix ram 

(6) 	 lim o. E u 
•-- 	.. 

Pnooi. 	lint a, exists, from 1A.mtrut 1 arid 'I')..'. ti",,, 14 follow - intrwsliatcly 

that E... a exists. and the equation (6) "hoick if  "Z. 	.xi-t. heti therc 
existsafi, E.. u  OA for every element b. (See eitteoretti 	s it 	•not ice 
Theomm 2, we conclude ea.ily that E..... 	 I-  an it at en-leno•ht 	ill., la,orele , 1 
-equenee a.b.  On  the other side we have 

E ut, =E 
.. 3 

Henee 	 interelentent of the -equence vi .  If 

	

.. 	 Mint I:or. 	r 
element of this sequence, ae have. Ify Tlastrem 

a > 

for every element a of U, and consequently 

a > E 
Hetlee 	f•AiStr• Mid is equal to E.. u  

THEOREM 20.  fin,  a. • ruffle if ant/ only if U". 	'leg Me 	 at,. a 
• —* 

in Theorem 19, is a prate-evil ideal Oa); in Ibex taro 

hini 
k 

:: ■• - '4 (I MAO• 	 p • .1 and r  > a for every element o of t we 
1 	. 

< c, 

• Oa -  ).t = I  

l'noor. See Theorems 11s and 19. 
-nimmi..m 21.  (( 'orollary of Theorem 101.)  If  II, 	al of 	II, • .,), t. •• 	• of ,, 

NPIMPIIPP a„ in O prinripal ideal (Oa). thrn lit,' a,, flpt, •I•oci t• tputl b• a 

TH EMI Eli 22.  Thr  opts Itrnit of a boonilraf 	e•r• a. • 	'f a, , 1 	•f 

, c 0, 	bring  the  rifIXII of Mt Phfillftlf117 ,1, 105 	ihr .•••• pe• or, 	/  

17,140 

a, = 	t,. 
• -.Pi 	• • C. 

Tho proof can  be  left to the reader. I Notice Letorsta 2 , 
Ttizoink.st 	'orollary 	Theorem 22. )  If !h.,  daul 	•,1 •• • 

erait18 of a bounded xeepo or ,  vi, 1•114 If jet ,, Al,. lit!. 	10P1 	 ' 

IA,'. zero. 
I ii  TM- ea-e the dual ideal v,ft he -ripereiertwr,t- 4 t 11.• 	to 1 ,,  

ring. awl lint a, it- zero. 

0, - 	1110- 	< r. 	Jfi't II 

E II. 
P 

• • 	part 01 ti.- theorem. Ti.. -ecotel ',art 



t.Nur Lown; 

W13 •1 3. If litn /1„ VJi$t. (11,11 I, 114 an arbitrary it 	,d . th , 	 f Pf4 Inn 

-.4 	 • .4 

alro 	0 yaal 	kin a.. 
• -••• 

.114,  Theorem- 2. 13. and 19. 

1.1.1im% I. If lint •14 • .( 1414. 0 411 I, IN an arbitrary iI'm' 	n  lit,, 	I.. elisfsej 

•-44 	 • -.4 

1.4, •••••I r••• • •1•1111 Its I•urn  Il„ . 

••••••• 

httgli . 1.0 1 lint a. be denoted by a. t.rill Iii c 1,•• an it i ter.4.110.1,r of the 

tinenee vi l, 	Further it't d I.. an titbit rary element, and II It -nperelement of t hc 
.1a11leflo••• a.d, Thu - u i - al - , 	.appro-li.inent 4,1 the .4.tilielice 0.6d• WWI tit < 0. 

Wv• 	itl -o 	< 	1•Pealv.••VIIIi- an int erelement of Ow -4•410.11•••• 	Hence 

'a / 	< a. 

If 14i Ow 11101 -We is I- a -al's-lenient of Ow .eiitylit••• 	/if •Ii gel >  

(a / 	> a. 

11, !AA 	0 	I. an interelement of the -1411tenee a, . 	involve-, by 

1 te',tii•ion 	. , 	or equivalently r 	a. 	w• have oltviou- ly 

• e. 	r 	Sib or  

IN.( 1(1 \ !Of 	11 1 •1•••01.tot.1 tot ososoLt.‘s. it! 

Pkosor. 1.1  mina, 3 and i and Titt-ort-nt 21. 
Tnt.okt.18  25. If  a. = a for ••• • yIi liii n atm, 

Ii,,..,. 	a 

1t1 Wit 1.1■1  21G. .1  NIAlo le m•1•1 ...is. re b Ins iitj ea.  a au ,  t• •••• •as hr. 	• film. VS • 11 1. - 

I  merit 	 ) sf any pal hal 	hr. 

Tama( FAO 	.1ny Into-o-b 	I•1 of a partial gat V•II of It gto • I. .•41••• nt it 	gi •I. 

an int. 	in'  p.1 •1  the WWI At• pi ,  hr. 

Thean'fil 	 '110-ort•to 27 ••Iffi 	4 .4-111." 4.111.141 )1,01, '1 #,. • a I o .• 

THE/MI.11  :P.. If  a., IA an arbitrary To 'art 	Ho. •, 1 • of II Mod , 	ii ,.q an.1 

V. 	=  1. 2.  3.  •  • • ) 	natural I • nt f,  on. I arh orb. • hi I. 

boll! altray, 11"J.,  of  Ii•• tgelaxtg••-• -tIghwo, 

inn a., > lin, a,. 

	

lilts a., 	lun a. , 
A.-- 

	

II/II a„ 	lim a.. 
-.a 

lim a„. lint a., 	Ii,,, Vi 
-0 11{ 

In a hitt, I•oth ,itt•  •  Pit'''. 

PROOF 	";•••• 1*-firsiti tttt - 5 and 4,  and Theorem 27. 
Tnt.one.st  29.  If  rail a, •1104. and It, 1 1. 	I. 2 3. • • • 	ar, .,,g ,5fq  I, wharf r 

•I ffir fro,/ f 	 Ina 411otr. Oa 	 tItoill Gig go'rel • •,r.rd 	!trio Vi,•  

Pitt 	 -1114g•-• -  ar-t that tro. -•-•, 	• • 	, 	 11,0 ?, 	i• 	• 

i.- a - 1 11/4 •! , 	ti' :OA  l  a - 1 1101.14 •/••Ibtrt, 4  , ■ f 	 • • , :11,•1 ••• :01•1 ••• 1,:c • ' • 
-%11,1• 	thin  .s .f11, , 10 , • a., 'I 	1 	2 • 	1.%• 	ony'. • 	o'. .11 I t,of, ■ o. 211 

el • 

it -'it nh liii 4.111.14.111 4 .1 ■ 1 of t li•• -••1111111•••• 	1.4 11010i I i•• JirisVi 

It il".•11:.• • 7. If a sr ips• ht. II • b mt,  OA a. / a /fw,f,an nag 	halo f fa/1N Ohl 

•• . ••or ri la • Rio ri .1. ti • ••ny that Mk •si qui nri a„ 	rg• 4 illtralds• a frith 

1 	,• 	I ,  In it 	r• Arpi ••1 n• .1.VIII!! 117111 

lin, a, 	a. 

r • 	' • 	 toaard- Ii %% it Is ft' -10'0 It, .1 ..  and 

• • .•-• 	a •••• it h re-10-et to 	may be replaced re - neetivel ■.. 

I I 	•,.• 	a, eonverge- tii aril- a" and "a i•• 

• r... 	t,i 	I - no doulit t., whieli flooleali rit.it they refer. 

• - 	..,1 	1.• 	ruplaeed 	 hal q. . 

s.. •.., 	• I ••ii to poloay 1/1 a It00b as, ring .1. r ntrnaursd 

1 • . 	• • • 	• '• n • • • • a. of It Boaltan vs n.?) 	ron• • ryiI. I f a I.11 

• •• •''• • ii• ■ •11 to on. arehthi 	thilf /WW1 

:•. '' • - 	= mini a,. 

•11. ar slefra•-  s • b 	r.• a • n lain 0,• •• • 	• 
4 -.4 

tett] 

•••' r • 

ift•Ler- Iry L.1%, 

''• 	1111, 0. 

and 

;In, a. 

.• 	Ian a. 	o• 

W.- •-•,•- •.,...:•, a. •••• 	int•-mi.-rr.1-1.t. IA' Ito! 
• ••t 

1,1 .1, • • 
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-rt.. same result is 14416104i 1160 its t he etkr.e I hat t 	setillellre II L fart 'sounded. 

For if is an arbitrary element IX  5 yiehls that lim exi,t - :ma is equal 

t is I. Jim a. ; henee b lim a, ix, by what we have just proved, an interelement of 

the sequence a„,b 1k = I, 2, 3, • • • ). 
lim a. is also the 'only interelement of the .spienee a„ k = I . 2, :3. • • • ); for 

if the sequenee a., had ail into•relernent si differo•lot from lists a, then a woukl be, 
•. 

toy Theorem 27. oilso sits interelement (of the original -.view, 	. rontrary. to 

the hypothesis that this se(metas• is eonverg• lot. By this Theorem 29 61 proved. 

It can occur that 1,01 1  Jim a, and Jim a. exist but that there is neither a 

partial W111114114' of the semienre a, conv(•rging bowards Jim a. nor such a se-

1 1 1 1 1.11 . 1. 1111, % 1 1111 11 14 1 " 11 r1 I 11  11111 n. • 11.4 't ,1  111 1 '1 b be two eletnetit that 

neither ii < b nor b < a, Now for a = I, 2, 3, • • • let a 2„ = 	= b. 

Then %%I have 

Jim a,= ab 
••• 

:sill 

litn a, = a N,/ b. 
• -••• 

Neverthelcss thcre i neither a partial sequence ol the given sequence eon• 

crging towards ab nor such a .141111114'i' 14111%14'011g towards it s,/ 

- rm5.5111 m 30. 7 b. anion of II finite nu m& r v.f ronrrrgcnt is. ii•irorr• frith Mt 

.o•••• 	vigil I It 51 votive ry, 1.1 m•qou tic, Walt u.sSanu . is  siss ii. 

1 113 1 112 11.111) a': sire h‘o catiVergent seciaellef . ,, , and that 

urn ei („' = Jim (4,2  = a. 
• ••• 	At 00. 

Slippose thorc•wer that Oa. siva 1111 .  II, 14111.1.1- 14 the terms of the sequences 

a.' :mil a.' its .11111.' .11,14...1 1 111. Then Irma Thi,rviii 27  follows  "hut a is an 

intctcl• 'milt 44 Ow -...itavtive ft. . 	NIA% 1..1 ti *  I ...sits arloitrary interelenient of 

I• an at bit rary element is and 	stibelements, ancl is and a (2 ' 

11 1, 110111. 4.1 1111 .  .1411114114*. 112 b .1111i a „' 	r1•.1/14'11141 • IY. 	T11141 14 1 11 '2'  i4 a 

-, 1 1. 	 -laim•re1,11.. lit sit the .4.(ilietwl. 	Sine* .  a% is an 
1 0,1. I, me tit oot thii 	.f.linetive• %%V ha% •• 

7 	 n' t 'n 	< aIb < 	. 

I I. ,  - .ill. hee - 	8 , 1 ,1 	are com urgent, awl 

hut .j, I,= lint a,, b •.= as/.  

	

1 NTH! NM I TOet•LIN: V OF MOLE.% N 	N(1.4 	 I I:. I 

(See Lennon 5.) Hence we get from 7) by using twirl- Theorcso, 	t.oectla•r 
with Theorem  13,  and Theorem 72 together with  Theorem  12 

ab•ab < ab < al, ■./ rib 

i.e. 

alb = 

Since b is arbitrary we obtain the result a• — a. This proves the thclorein. 

3.  Connection with the  Usual  Convergence-Definition 

The  folbowing results show dust our definition specialiin ,  ill the ease 
tiee IA/ tise 1/.11ai (11•IIIII111/11 (cf. for example (O. Iiirklooff. 	I. p. 

TutmaLm  31.  If  a, > a, id,. WV, r 1: < 1, Iht 	queue.. a, is collo r rourrry• ui 
or has no itilo nit multi; a Is fatal' rg.  ul  if  and  only if II7-1 Oa c.f. 's's: in this Ms. 
we have 

(8) 
	

I I a. =  litn  a.. 
-1 

l'itoor. If a is an int.erelenient of the S4411114114' 	%%•• ha% c 

a < 

For every is bental•I. all terms of the •f•filleilef. are so 	 ,J1 t I,. •0 .11111.1“.8.. 
If a < a, for (•very then is is a subelement of the setioctiee, mod we have 

a  > 

	

a,  exists  and is (send to a.  Thus  we sce 	a I- lio• alit int d•I - 
(lenient of our sequenee, i,,  to 61 .  11 1 •111411 .11  I  IY lint a.  ,  atoll  this- 1 . 111511111/11 ' .15  

If cotivcr-ely j17_, a, exists then it eats  111• 	y011(.114.1 ,4 I loot 

whenever U 	sodoelenient and to It soloerelemeat oral tilf• 	 ii. 	-to t /ill 

ak  i5 an intcrelement of this •1•41111'11Ve. 

TH EON /AI 32.  't  'orollary of l'llesoretti 	 ..711/1111' 11,"  , 
2, 3, • • • ) i.• 	r  ranrergen1 or ha. P1 , 0 inf.-Mena ot ; it is 	fp 	if eual 

■ Ix  ; ii. thi.• rime ir• bar. 

-o 	 4•41 

TitEoittu 32. If a, < a, Oa 	r I. < 1 , MI Nip,. tort it, o , 	r ttoo,r, 

or ha• no juts r• 1'  mini;  if is ram, rg, ist if and only if Zr-, a• 	• I. HO • 0 1 0  
on ham 

E a, = lim a.. 

• 
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I 	? by the :6 , 1 of Theorem- 22 and  31  in a -imilar way 

aid of Theorem- 19 awl :33. 

• ;••• 	a .0 Tie hrl Of e le no ot, of I !tool. Oil a-riag th? a there crisl 

(9) 

holds if and only if for every 

(10)  

l ifi l a . = 

THEOREM 39. If a, is a m-querse*  of  dem, hi?, of a liessui.  too 	Mtn lain a„ 
• • a 

H  EN HY  L • W11. 
exists  if  awl only if 

In this case we have 

1152 

Ii  the .1114)10.ition, of Theorem 33 are satisfied, and the sequenee  a,  has an 

interelement a, then we have 

a, 

ii > 

stir every a 104•101,4. all terms 14 the ”etilletlef• are subelements of the sequence. 

Iletal? the sequence a, is eert allay botualeil. The same is al,a) true if 	ak 

.  .1fter this is settled  'I  he 	33 in be proved in a .?imilar way as 

Theorem 31. 
THEiatt ..st 34• 	.4)rollar y of Theorem 33.)  The segue nee 	 (n = 

I, 2. 3. •  •  •  )  is either roue( rye nt 	Jinx in. inti rile rne sal; it is rune, ry• at if awl only 

Er..? 	fists; in this cas, 

Titt.ont.m 35.  Arty nvonnhenic sequence of demi Ms of a Boolean u-riny UI 

??, rfn nt. 

"Filetwelli  35 folliavs immediately Ivan 'Iltt4trertis 31 and 33. 

THEOREM 3 1 i.  If for ii =  1,  2,  3. • • •J 	i rists then lint a„ exists if and 

a, 	in mix cam. we have 

lint  a„ 	E 	a, =  lint  II  ak  • 
-“G 	 •■ 	k- n 

H OP •  I 	 i1iVOIVV,  I hal to every -ultelement  in of  the sequence  a, 
t 	, 111  I.. .1IlitY1  a  10.1 01 al mauls?,  iii  ti  that 

II 0  > Ii 

I• 411 Till.  it ran Ile ea-Hy roneluiled that E,,.., ii  exists if and only if 

,,, 	and that in this rase both elements are identieal. (U is 

1,, 	• 	-iii 	 a„ .) Now Theorem- 19 and 33 

-I? ??%% that Theorem :16 i- true. 

• a Loaf  Est  37. 	If for II =  I. 2. 3. • • • Er_,, •t, e.rist4tutu lint a , . J.,-„t, if and 

a. 	,„ 	ram al? 11111 , 

lin, a„ = 	E  a, = 	E „, • 

lima, =  E 	a, =  n E  . •_. 	•_, k■■ • 	*-1  -• 

Thus our Definition  7  eoineiele:: in  the  1•21..4. Of a 14. 1111511 	 Ow  
definition of eonvergenee and limit given in the int r' hut 

I.EmmA 6. If a, ix  a xi flat all Ilf  I  Ii  al,  at.  /if ii B0.14  aft  a-ring  with 'end the n 

lin) a: = 
-eat 

= (lin? 0„) . ; 

if MANIA -AT the sequence U. is  ralaTrgll al, Me  .10tipa  lire  a:  i.,  row  try,  sit too, owl 

lim  a =  (Jim a„,'. 
-• 

Lemma 6 ran be easily dedueetl from Theorem- Ii. I 	36.  mod 37. 
LEMMA 7.  If  a,  am/  a are elitist nix of  a  Itoolton a-ring  with  ?end. Una 	•  a ,  

inter/-b au ut of Ha sequence a. . the r a' is an is& ob no ill •  tif  Ii, 	'pi. 	el: 
PROOF. 	TIIPOrf111 II alai  I  Altana O. 

THEoltkli  40. If a„ > 	11 .117/ II Ha  ii  MI IA/11511am 

Pao0F.  If  ('.1)  holds,  and  the element If 	tile la...golly  I  hut t ('it 1 
<  a1 ,  thenin  < c beeau-e 	a .411/element  of  the •glitt•tiee Ii , 	Thi- pro% I  - 

I  I0).  If (10)  holds  then (9) ((Mott- immediately  from  The,treto 36. 
THEOREM  41.  If  a.  < r  for  trery a thin the equation 

hobls if and only  if  for every n 

E  a; = r. 
A-• 

I to ol. in- 36 and :17. 

•_, 1••• 	• ■ 1 



THEOREM 42. .I ti element a is an interelernent of a &view a if and only if 

for (Very n 

E ak a a. 
4-, 

and 

  

     

 

12 

  

( ai V a) = a. 

    

k-. 

If a i■ an interelement of the scqpienee a,, then it is, by Theorem, 5 

:111d 

 

4, ako an interelement of ilo- sequences a„a and a. V a. On the other 

-i)1•• it i- a -uperelement of the ,4.quence a„a and a subelement of the sequenee 

, 	HeliCe WP have 

a,a = 
11-.111 

lirn (a, v a = a. 

Nox% Th. orern. 41 and 40 involve that the •aittations ()1) anti r 12) hold. 

Let is- -app.,* conversely that the equation- :11) and (12) hold. Let bcfle 
an arbitrary element, and a a sill/element and n aouperelernent of the -4)quenet. 
a.1, Flatter 10 rn he a natural number of 110- property that 

< 	<(, 

for 	e fn. 	 hay.• 

1. , !. ■ •• 

< 

ab. 

itithr."1 4 11 ■ 4 1■ 1 1.1 I • 

-• 	to* 	Mt' It 	it. 

• • Tio-ttritil, 12 1••• 

   

I' :tit inti•r- 

 

(,1 

 

    

n =J 	0, 	,■ I ft, 

	

THEOREM; -13. An element a in an a rib r. 	ne af a quo  ra ft. 	mi •r./.# if 

(13) 	 liii. 41,41 	a. 

and 

(14) lam (0,,,  V 	=  O. 
• 

PROOF Set .  1h1401 111 . 	:aid 42. 
The following Theorem- 11 and 15 will lo.  r).-.4.1 	itt•Xt jiat :111 1 :0 ,  
THEOREM  4  I  The  equation 

(15) lun a. = a 

in a ipatairlif !nth  the  coup& of ths tptatiora• 

(16) 	 liii. a.a -= it 

Imi (a. V a) 

Pros». 	That 	15)  implie- 	Ii) find •  lti)  follo1A • ir.uo 	ainn, 
43. 	If  111)  and 	Ifs)  hold doll a s.. bv Th•orcal 	VI. 
....queue,. a, 	; 	if  lo  i. 	atiotlif•r 	.1101 	interelertJut )1 	ii. , , 	I... 	'11,, 
at, 	= 	a,  j,,•. a  

.•),.) 

•,•, 

•, 

. 	, 

• . 	• 

•i• 	•, 

• • 	• 

Tiii.oitEm  45. 	7 !. 	cquat 	 

(17) 	 Ism a, 	a 

in equivalent with the couple of th• equation)! 

(13) 	 lois a,a = a 

and 

(Its 	 Jim 	(a, 	a) c•-• 	a. 

l'atior. 	If 	171 hold-  al -  has. 	I.) 1/11/Vt•. in 	110 , 	41 Ti.. in.t., 

, 1)..)1 t.tsjv LelI, be  all  arbitrary clement. arid  vi a  - , 11o.r.ii ri 1.• 0 
(40, 	Then %.• hw..- 	> 414. 	11 	tower c 	at. 11114-I 	1. 	I/f 

, t, 

••,, 
r. ,  

• 
r 

• 

• 

a, 	a then 0,r I - at, interelernent 	Ito- -4111.1 ,11"' 	/ 	 ;.0 I  • 

•*Meta alKI of  t 	r 	 444. 	.*". to; ?}PP-  IA;  1.4 - 711fila- 2 :.? ■ •: ; 0,, •-• •,•. 
I, 11.0. aff Pit IfItry a .. ha - a .  r 	q. 	( in he- , ,t114.1 • 1, 14 -  'H. /13% 	11 	; 	•/ 

r 	 prove, ( 
If 113) and Ifs ,  hold  then a i-. liv Theorem 13, an 1104 . 1,1'1 , 110•11i 	,),/ 	I ,  1 • 

a. ; if 	atott bur  ,uch  interelement I ben. 1,•, 'no-own, 5, ar ,,i 

tha- a > 0. Thi- prove- '17) 

1151 	 HENRI" LiiIVIG INTRINSH TOPOUltilr 011,  lif 1411.1i..1. "4  It's... , 	 I 
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4. Invariant sabring' 

If a is a ubring oi a Ihmolean ring .1, the restriction of the MY went ial topology 

71.1) ( I h•linition t't I to the subring a is not n•eessarily identical with r(a). 
Let (sir iii-tame .1 Im• the Boolean algebra of all classes of natural numbers, 

a, the class of all natural numbers divisible by a (a = I, 2, 3, • • ), and a the 

sniffing (of .1 geilerats..1 by the ehmients a, (a =- I, 2, 3, • • •  )  of .1 a enntaine 
t he unit of .1. If a is a polynomial in the elements a, (k = I, 2. • • • , in), and 
.11 the least common ri.ultlpli iii tlw natural numbers I, 2, 3. • • • , in, then a 

natural number I is an element of a if and only it I Al is an element of a. 

This v 	that every element of a is either an infinite claim or the void class. 

\.,athe clas.es 	 (E 4  at 
i- 	 A-. 

) are Mute. iienee we have 
s 

II '  a  — 
P••• 

aml 

= 

if 	the omit of .1. From the last equation follow- 

" litn 

It can also easily Is proved that 

I nn or. = 0. 

e 	that the sequence a. i- not ronvergent a ith re.pect t o  a. (HI tho other 
hand 1■ 1• /1:1%1• 01% 	\ 

Thu - 	is i - it 01'1104111 %Oh the re■trictitin of ri .1) to the sabring a. 

I 11111111 M III 	If CI ix ft subrafg opf Itnnif an ring .1, a. ( n = I. 2, 3. • • • ) awl 
na nfif 	and a 1:4 MI Inn a If went of the xi garnet a, with r. spin l In .4 , 

p us fx aim, fin 	Oh Ulf 	ihf 	1,fSi Ha II, lath a Xprri b. a. 

l'uosoy. 	II 	I- sits ell.ono.nt olf a thy,. al. I. . by . 1 . 111•OrP111 5. all interelement Of 

• -e•pir iles. ad, Hill, respeet to .1. Frani I a•tinit ion 3 it can Is. easily coneludell 
that fib I. illiP11 	intereletnent uI the .4.111$1•firt. 	%% it 11 r4•Sreet to a. 	Since this 

hold- for every element to (of a Theioro•no Ili i- law ...I, 

Tin I 	17. 	If a Is fi sobrf 1{9 	 1 ,11 .1. ..t1 a A ,400 .10AA 	a, flpfi 

• ,I,,,., ,,g 	a. lb.., 

II A 

and 

1.4:FINITioN 9.  A  xabring a of a Boob an ring .1 IN mot/ b. IN ttttt wad in .1 
i 'traria nl exttasion of a, A inatriant fn. r a, of tho follow'.  tog o 	lot 	 is 

satisfied: if II as a subclass of a, and It an firm. nI of a, Illen 

a = I. 
• P 

a  =. b.  

Let for instance  .1 	the Boolean algebra of all Set- of real numbers and a 
the subela,:s of .1 defined in the following %%ay: a i - ail element of a if and only 
if it is either the empty  set or the mina. of a linite number of -et-, 1•s IT% one of 
which, i.- 441114 . r all open real interval of (4111 , i-/- iii 1•Xlally IA.:s1 1111/nloar, 

.1 . 11(.111 it is easily to  be  sts•u that a is an invariant -Wiring of .1. 
Let, on the other hand, b be the subclass of .1 Ilelined iii the I. .11. M g  a av , 

If is an element of b if and only if it is either the empt V set or t hi Iii, juts of a 
finite number of right -hand open (and left-liatal closed) real intervals. Then b 
is api well a subring of ..1, but is not invariant ill .1. For if r(ici 114 a positive real 
number) is the set  of  those real numb/Ts P %%1.1101 •atisfy the itiequalitv It 
• < ju the, 	 I. A.;11 HO) is the set /4111-i:ding sallY 	this •  taitilliet zero ‘k 

11,'„,( m) 	the empty set. (See the folios% ing 110401111 NJ 

Titv.olsiat 	If  a  /..11 an 'lawman/ xmliftfig af is Ban/fan rfng .1. 11 ft ....Swift... ,  

of a. awl Is a,. vi, no  al  of 0, then 

= b 

• • 

irs, a b.  

l'aloor. If a, i- a fixed element of tt, %e have, by Tl if40,11, i i, 
E- (a., + a•a) = 	+ 	II ( ' a 	+ b; 

P 	 • • P 



with respect to a. If this condition is not satisfied, let c be an tirliit nay elethen 
of a; we have, by Lemma 5, 

H ENRT LoWIG 

home, by Definition 9, 

E (a. -I- o.a) 	a. 	b 
P 

and, by Theorem 15, 

la. + ao (a. 	aoa)i 	a. + asfao 

a  b  
..• 

a. we wished to prove. 
TimmtEm 49 If a is an invariant ubring of a Boolean ring 	(rt = 

I. 2, 3, • • • ) and a arr derarras of a. and a it an interelentent of the *maw,  a. 
with nspiet to a. then a is also an interelernent of the sequence a, with respect to .4. 

Pamir. f4el• Theorem 42. Definition 9, and Theorem 48. 
TnyottEm 50. If a is an invariant Redwing of a Boolean ring .4, and a„ 
= I. 2. 3, • • • ) 	a (sr, •If in. nts of a, then tin elm:lion 

	

(191 	 ° lint a. =, a 

holds if and only if the equation 

" km a. = a 

In other mord.: if a it. an invariant .ubring of a flimilean ring .4 • then the 
-19 1 1101 tial ria) j. the re.trictain of the ....fluent ml topology ...4) to 
the .111.ring a. 

Pto sir. Fri 	I hlinitit in 7 and from Theorem. 41; and 49 folio% immediately 
that 211 ittiplir.t 19). I.et ut .ui qars. now that (19) it mati-fied. Let further 
/, 1.• nit intcrelement of the .equenee a, with respect to .4. and 1.1 the via* ,  of 

-111..lement. of Oa- .4,itietice %hie', are contained in a. Then, by Theo-
rem 19, 

E a — a; 

Ilene, . we has .% by I h.finitiiin 9. 

E . a a = a 
• 

1.% Theon.tn S. 

If the .4-911Phry a. it IKAIIIIIed a ith re.pect to a. e ran prove in a similar way 
< 	thtt. %, e knum that 191 iinpbes (20) if the ss-querice 0, is hounded 

a.,c = at 

and, by what we have just proved, 

(A li= a.e = or. 
• -••ii 

Hence we have 

lb 	ab)c 	0 

for every element c of a. Thum we have especially 

+ ah)a, = 

for n 	1, 2, 3, • • • . The last equation involves, by Theorem 5, the equation 

+ ab)b 

and etnisequently 

< a. 

Tliin proves the theorem also for the ease that the ...quernce a, i- riot bounded 
with rempert to a. 

From Theorem 50 follow, that in the example given at the 1$-winning of I la-
paragraph the trubring a is not invariant in .4. 

THEOREM 51. If a is an invariant sabring of a Boolean ring .1. and ‘1 „ 
= 1 , 2. 3, . •  •  ) and a are elements of a, thin thr fruition 

"lam a. 

holds if and only if (lo. equation 

•••••11 

holds. 
Paoor. In fare of Theorems 44 and 50 ne 	only to prove that the 

equation 

'14) 	 Ii, (a. V a) .s 

hold. with respect to a if and only if it hold. t.jth r.—peet to .1 	But 'his asser- 
tion is equivalent with the assertion that a it an ititereh-ment 	tho 



a. V a With re.pect to a if and only if it is with relit...! tit 	 1; awl that he !litter 

arowrtitat  i-  trot. folItmt. From 'lluswersis 	alai 19. 

TUFA SHIM 52. If a is an iniwriant sabring ssf ii Itasai, as wag .1, awl a. 

1is 	I. 2. 3. • • • ) 	Or. 515 int Os 	is Iht • Toil 	 

" 	- II 
• • • 

Inth 	otntl nub, if II,. t psuilusos 
• 

bob/.. 

Nom, . Compare thy profit of Thelirem 51 and ..41.1. Thisweins 15, Ti), 16, 

and 19. 
.13. If a7  as fin 	 sighting of ii Ii40 ■14 fin ring 	and at an 

inrariani ,ads tog of 	fht is a, 1 5  ULM" visa ancormni m"bring  "1  .1 . 
Int iut i.v I. Lai 11 is Is chain saf subrings of a HisflI  ills  ring .1 such that 

a a  24. 11 e 	Wu/ a C b imply Had a as Inratiant in b. Tla it tori. u iu,ssenl a of '14 

alsa. • a,a, MO In 	b. 	That 	elinin mean.  that  a • 11. b • 11 imply 

ii C h sir b C a. !V 	the !attire of all suhritig. of .1.) 
I.f.t a Is. au ylement of 11, 	a .nlyset of a, anal Is ins y1,1111111 of a. 

Stipp's., that 

E i•  11 = b. 

if r 	:sit 4.14.1111.111 141 E.: p Li. anal r > II 1001.114.V4.1* vi fil., 111011 r j.. 1 . 1411111111141 

.4•11gt• 	 b itt 11. :mil it ean be .oppfe.ell that b D a .0  that  a i- invariant 
in b. 	\ 	that E, 	b i- the so 5-list 	onion of the .ol aring... Li o 

are els:leis,- so 11 1 	I knee r > 5.. 	Thi- 	1114. 1111441'1111. 
nrafioni xubri  sag  of a  ma,b.„„ ri is q .1 find a, u Ns/G- 

oal of 1 .oloiilliong Is. 	th ,  is a l  is filso 	 in O. 

ti I . a .111,.•13.• rif 11, 	 of 	and 

E'• ,  

EA a ,  b 
P 

o 	Isx artatit iti .1. att.1 

I/ = 

Ito 	lt, 17 

IIt , 	msO 	I . . 	or' 	 um ring 1 i• 	Mill in .1.  

Pamir. 	1.01 t Ile 11 S11111111:41. fif a, Si an eh.issynt ol II, and 

E.' 5/ 
• • 

If e I.. :In arbitrary elt.ltit.tit of .1, and r 	vi ■%114•114 . %••r II • '1 4 . a. 11:1% 

isv > vi 

for every  element  u of 11. 	Silly". he 	:111 4 . 14•1114•111 141 11, It 4• 	I 

hr 

or equivakntly 

> I. 

proving the  thefor•iii. 

'Fitt:OREM 57.  If  a is Oh inrariant sabring of a llon/enn sissq .1. rind 110 ttttt 

idral in A, Men ab is a manned ideal in a, awl re rg ,,,,, 	is!. al in a fon to ob. 
Mined in Mix  way. 

l'itoor. 	If 6  i -  a normal isleal its .1. it i.- folniffsi- that oh i- ass Oleo! on 11 
If u is an  element  of I he Seelsuisl • Iri wompletsietat tit ab a ji ii yr. - r ivet tis 	%%s- 

have, by  Theorem  It. 

11 E 

for Ills alp t.pri..ti• 	 oh. 	Sins's. a 	111V:11111111 its .1. ii i. hio., a l 

- E 
r e P 

Ilenee vi -. 	hy  Theorem 18, an element of b; 	ti 	alselensent 
of a, it i- 	f.'s.nsvilt  of ob. Thi. proven the fir.t part of ilo. thf.fweni. 

If fa, ths. as t hr 	c 	an arbitrary. normal ideal in a. of. limy rift% irat - b 

tic" 

the 16.11ina  ',tyro's!  to .1, and r" 	a normal idt.al it .1. 

5. Join-extensions 

The relation between a partially. ordered -at 1111111 11 	14/1111411.111/14 1.. •11/ 

lel 	 "Partially fosh.r•sl -et-." 'Irate Ans. Math. Sr., . 12 1'0 

p. 11:1. lin, It (nuns 	i- a -peeial ea-4. of thy folio% jog definite,' 
10.  If  .1 is a sabring ett n Boob nn ring It. Mt n It 1.1 	to, us 

ifoi 15-4 	ra,lan  .4.1  if  to fiery ell nu psi I, taf It Mtn- rrimts is sabrta.ax 11 al .1 :..arla Mat 

= 
E,k 

it. 
• • s 

If If is. a j ,, 	of a Boolean ring .1 and a 	asi Boob 	/t 

-ity that  It  i-  is join-exten.ion of .1 in B. 

bVflfl 	 HENRY LOWHi INTIWS.11111' 1111.01A111.1 .  4111 144/441.1 	01s. 	 I lid 
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Tur.OR FM 58. If R is a join-extension of a Boolean ring  .4,  then every element 

of R is the join of those elements of 	whirh it contains. with respect to R. 

Timone:xi 59. If A and .4• are Boot - an rings believers  which  there exists an 
isomorphism A.  R  a join-extension .1.4, and R• a join-extension of A •, then there 

exists at the utmost one extension of the isomorphism 	to an isomorphism A. 

Is toren I? ami  B.  if A. exists it can be defined in the follorring way: let b be an 

lenient of If. a the class of those elements of A which are contained in b. and a' 
the subclass of  .1•  corresponding to a by virtue of A: then the element b• of R• corre-

spond. rig  to  b by virtue of A, is difined by the equation 

	

b• = 	a'. 

The proof of Theorems 58 and 59 can be left to the reader. 
THEOREM tt1. Worollary of Theorem 59.)  If  R is  a  join-extension of a 

Boolean ring  .1.  the identity is the only automorphoon of R which carries every 

r kale 'ii 4.4 info itself. 

Tar.omal 61. Any join-extension of a Boob an ring  A  is  an  invariant ex-

!. ',mon of .1. 
Pitoor. Let R he a Plin -extension of A. h an element of .4, anti t1 a subclass 

of .1 such that 

	

(21 
	 E ,• 	= h. 

• 

Further let c bts an element of R such that 

C > a 

for a 21 . Then ue have also 

	

22' 	 (b 	held = 0 

• '.11 . On the other side h -4- he is itself an element of  R.  Hence we have, 
1 ,y Theorem 5.s. 

	

23 • 	 b be 	L 1 x.  
s<M1+ 

s 

Irorn 22 and 2.'1) follous 

	

.• 4 	 = 0 

r 	- 	• .1. a • :1 . and from 21) and 24. by Theorem 13 

rh = It 

• NoN it . get from Z.1 

— i. = 11. 

gr.  
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THEOREM 62.  If  RI  is a join-extension of A, and f?,  a  join-exit nsion of I?.. 
then  1?,  is a join-extension of A. 

Pttoor. If b is  an  element of Re  we have, by hypothesis and  by  Th•onan 

b 	a •< 
• Ili 

and 

a = E(..) 
• 

for a <  b.  a e RI. Since R I  is, by Theorem 61, invariant in RI  we  have ah.t, 

	

a 	x for a < b, as 

Hence 
b 	Eat,: E . : . z.  

0‹. 
lI 	0•5 • 

This  proves the theorem, according to Definition 10. 
TH FAHEY 63. (Compare Theorem 54.) Let *1 b. a (hair, 	sobeing, s.f  o 

Boolean ring  B such  that RI  0 :N.Ffe te and R I  C ft impl ,j Mat 	it SI J"," 
extension of R, 	Thi  n 	p is a join-extension of rorb 	fn. nt  R 	1:4 . 1.1 
denoted the iattic,  of  all subrings of B. 

Now?. If R„ is an arbitrary element of t1. and b an elenit-nt of E•*, - 
then h is  also contained in at least one subring R ta ft %% Moll  i-  an viewer.' .4 :14  
and it can be :.upposed  that B. C R. Hence WI' have 

b= E'. a. 
.< 

.■ • S. 

From this equation follows. hy Theorem 54, 
b  E, a  

aa 55 

Hence R is  a join-even...1.m of 	. 	rat if 	e  R is denoted by L 
the theorem. 

THEOREM  14.  If  le, is a join-. :tension of a Boob an n71.1. epoi Itsi• .1'. 
.1  R2  containing A. then RI  is a join-e --tension of A , and R:  is  a  jar4,--.- 	it 

None. If  h is  an  element of R, . it is also an element of  R: 	Hence %%ei.a....- 
1.y Theorem 5S and by hypothesis. 

b = E" a 
• 

and. by Theorem 47. 

This proves that R ;  1.4 a join-extension of A. 
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The eeeond part of Theorem t4 t-ivial. 
If .4 and if are ,tibritig•• of a Boolean ring 11. .1 	invariant in H. and  if  a 

join-ex-tension of .1, then R 1- not neee**,arily invariant in B. Let B be  the 
Boolean ring of ail •l:vow, of natural numbers. .1 the suhring of B eonsisting 
of all tinite clas,st- of natural number, different from 1. and If the -uhring  of  B 
1-0:v4-ging of the element- of .1 and their egAnplement.- with re-peet to the  unit-
'element of B. Then .1 invariant in B it an ideal of B). R a joiti-exten.ion 
of .4. but R is not invariant in B. 

	

THEOREM 44. If .1. R:  . and R:  or' ...bring* of 4 Boolo.an It'd) R1. 	C 

C R: 46.1 R:  t• a jAan-ezteneion 4 .1. then 14 IA a j•-e.  n-0 rteheian of  RI . 
PROOF. 9,  TheorPni •4. 
THEOREM •/.. 11 .4 15 44 1/4-4,1414t •ub , ttag 4 a Boolean ring B. and .V  the 

c1,2-A of all d• tn. tit* 6 of it vAzA thel 

= E I  z 
S• 

approrust, 4..filft41/44 tof.4 Au that A Ap,mally all ALA menu of .4 &Along th 
76,6 .V 	itolf a .toihring 4 B: km",  N 14 13 jsql ft.4.rts ruion of .t In 11. 

Pour. It 1.4obVioa. that 6;  *.V and k.s .V• imply 6: 61  s.V and 	/ 	V. 
Theorem 13. 

we diall prove that a * .4 and 6  N imply a - 	f . We put 

alICIJ'a A = a. 

a' and a 6 referred to the Boolean ring B. a a 	it an ideal in .4 
hr Theorem 36. invariant in .4. Sine*, .4 14. by hy-pothe-i-. 

B. a a .4 tA. Thet-,rern 53. a. well invariant. in h. Hen ,..- 
' Theorem. 57 a normal ideal in a a .4. Now we have 

• • - 	7.-!-rro-d to a a .4. and 3 1, the dittrihutive lattir-e of the 
• we have. 	Theorem IS. 

E ..• = a  

INTRINSIC TOPOL/0.1 or W/in.i.11 itli•Oet 

lor an appropriate suhelai4e 15 of .1. From thi, it ef.n 	••rie. 	■ 1 
1/10 

al, = Ea•:, 
l• 

• ■1 

i.e. 

= Ea 

If on t h* other tide y e a', then y 	a and yz = 0 for 	a, whew*:  yo 

y 	- 

If  d  Le an element of B. and el > y whenever y q 

/ 	z 

fora  a a  a  well a for z a a'; 	alef..1,r ,ling 	25„ 

/ ah 	a, 
aid 

> a -- 
pre,ves, 

E A  y = a - ot, 

:•:iore a'  i.,  a tubelat, of .4. a - an u. an eierr. , r,.. 
Eta and 6 are arhitrary element, of .V them, 

,u1.1 that 

From 26)  follow,. 'or Theorem 17, 

E ' 	a 
•• s 

tiiroe.r 	ath1.4.at:i:t4,44•141( tO what. we have iikit pro -,ed 
• z  Le an element of .4. and 6 an elerrlent 	f.r.4 • 	- 
, . ,ment:  of  N Net% it. dear that al.*, - = a - 'a, • a., 
merit rot  .V. and Theorem 	proved, 

11.4 ie.  an  arhitrary -uhring h then tne 
sy 	IA T/1444'41T. °A. i, eertainlv a AtAtiratt,e. of Jr • ,.,• 	-.tr.. 
B. 	If. in the: exam.* given at tr.:. oegpr.hir.z ,f 	.• 	- 

= a:  
• 
Z a 
• .1 

!".."A" reors-er.t.vo,e1.• 



I I tit; 	 111.. ■114Y 1.41W14. ISMICINalf 	 1st Itas ■ I.1 • 	 1 4 .1 

If it is known, conversely, 1 hat N I,. a mitering of It, mid  II  is a complete 

Iti iolean ring. IMP Call easily conclude I hat A is invariant in II 	I hi I I his state- 

ment does not re 	 I nil' if a e 	 I he Nu pp. .511 Hai rewarding I lie complete- 

ness of II. 

let .1 he the Ili iolean ring whose elements are Iii. finite sets of eva.n posit ive 

integers and I he c piens% I • of t hese sets wit I, resliect t  i•  the set oi till posi-

t ivc integer., awl let If cons ist ol all 'Utile sets of visit ive integers and t heir 

ci pill ,l.,,i' iat %jilt re4pect to the set of all pesiti ye integers ;  t  he finite operations 

in .1 :soil If are meant P.1.1 •111114ffel ii iiIl V. Theo A u a sniffing of /I, and .V 1111/4 

I lie ttttt mot •ert V bpf.aaw it iN idea li cal with A , bait A is  not  in  in h. 
S taid her form of Theorem Cali i- 

Tio.on Est 67. I.. I .1 b. an imagroard mobriny of ii lioolran rang If, Will )11 

• "I  - 1 	If in fin4 	r 'rata flarn ihrre crania alms 	subrlans li 
of .1 Aar!, 11•511 	ya :oafs and In 	 X, and of 	S troabl, and 

ttttt arm,  ass.  ala mr sa l sa of .1 "oaf-la dad r 	for r  • 	then Meru 	"'Arlan), lc 

of .1 mach lhal jJ: „ Z .714 , 	 In 

11 	, 	u1v1 	1.• iii eleIncla of VI, ti.., 	/0 f 	) 

1-1.  Ian ' 31"i 4-  "Pi311 	S., 	I 
	• (Theorem 11.) Colimlillently vo- 

11110 

II I.  • 	+ E'L (.4 f /./) 

11.10 	• / 	hv Theorem Pi, U11 0.1ulio.111 of N. 

It ala,. eva.1 	a, .r :soal 	rillortal as of .1 suell t hitt  r 	a for r e Y1, tuna 

t I., a a 51 I - 1 a% The. a em Fifa, 	 of A such that 

4-  E- 	z; 
• . 	• . 	• 

hence w p.Imre, has Theorem 15, 

• . • 

of do 10,1 	fulA Itt ii  IfifulIII0 Si 09 A 

o.•a, :per* f iSaU41014 of 	Bout,  WI rang jI of the III MCI 	 //ehrf. 

alga, rfehl an In 

1'11.04 	11 b - Ii normal ideal in .1 5e ha% e aaiavia,iia.jv 

b E. a 4  
to • 

E a. 
*C■ 
• • 9 

	

uruf”.• 	4,. 	10. 	IfIg hi 	 • I IO•f UM. 'dr t hi• 
• 4•.•• 	 If VI, 	• "1..013111, or..1..o..1 	'1 flips tin 

	

rig 	g 	;. - I 10 •.f 	I! 31.11 11 

THIPAIIttAI 4119. (Corollary of Thraoren, 4,14) log Booboo a a reej too 0. • II 

Par- sandy cr. /rad"!  fo  it r• • m pi/ if honked 'stag 

Tilton Y.,/ 741  If  Ihr pagoda .4, It, tonal N kw. II,, :WSW flu 01U, Dui //, 	lb, 

Mtn N as m4,111..11.1 to 

l'noor. 	141 n  I//•  us ••PlIsplute• 1$4,011-111• I /lir as /1041 lh ii,.III VIII IMO • a I. I,  .1.4, 

of II. (The mach  it  Iloolemi ring n exists folios s from Theta arm 	) 	ha la 

is, hy Theorem  .73,  an invariant subrisig f Ti 	I'S., u,., let N 1,8• 1,. •iii,. anif 

,n arising f rasa  .1  awl If Iii I I,. Pours.• a n)V tia,  N I nom A awl /1 in Them. at. Id, 

.V is at soloing of  N.  1 f nom Vi siihelass N, ttatal b rift +.41. I, 

that 

( 27) 
	

E'^• 	ta 

then a e put 

(28) 	 , 
(Y.:: '• a 11IIII(11 INI41111/4* ri i, It ttttt 14•44 -  B044.4111 iaaji ) c sat tidies the 1/11 .0810 

." la 

all an element  af  N. Situv• II II. MI 1.1111011i ad N, 
I, 	c. Hence tve have 

(20) 	 + - 	r 
•• a 

for tin opproprier milrelwar (. of A. I in the ot ha Vele 	Iii,,. ( 2ts ) 

c)u 	I) 

fair  v. 
	

1-101•411piettl,ly 	lastsq: tl,i ttttt XI. 

- 

	

, a a 18.  Ilecaum- 	halbultuso of N a. je• fr 	 hs mid II IOU 	f .  

XII 

101 i f ti. NON  frO1111  (21i) 14/novo. 

I, 

r 	b. HI.' thai.. ia prOtA41 that N ir• Ws in variant solo my •s Ii 
	

Halo. .% a 

lay Theorem 55. also invariant in 

ti LIM i.11 71 	If  Mr auras A, /I, and N hair Mr nom, 1111 ,11111W elf an 1 In ore ro 

'ow/ Ir IN 	 4 A MVOS MAUI In Is (IA.. Ills III Vail:slat hIII•1 Mil ad /1 as by I, 

I- is j•1111-eXtd - ilhafill  of  A ), 	n If 111 curthu in-al   an 

it-eiNcriosi  11. If  dy myna A .II ow/ .V /am 	•Ilme no III. 'raj er.- to 7 I, •,.. 

/hi N ii ccilit/I 111. MAL/mud 	 'if .4 1141 , 11 mot a re II 

tttt Ii is justified I.% 'Ilieorem 71. 

'It, venom 72.  If  A la WI 	lard ludfl Mg of al Boob III, lug IS, Ihr rob 

rii, n irlOri of A ~infant II. If form 	b 	 ,t1 sill iou, 
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The prim( of Theorem 82 follow- eacily from Theorem.- 59 anti 51. 
Now we rasp Asti. the folio.% log generalization of Theorem 59. 
THEOREM 83. 11 .4 awl A • art liooban ring" terren tehorh there trials an imp-

ritoriehtoin A. It a join. %tension 	.I. and ft a join-t.11,?0,1011 of .4*. thin there 
'nods at at/ utmost ont pubriny ft• k contaming 	eaeh Mal the iaantorphion 
ran I,. e.rtended to an ieennorplamin A. between ft and R. II* tinta if and only of 

a• 'rusts telienert r b is an 1,-mint of R. and a• is the Pubelaps of ;4• witagrod 
It, the ell-mord It of ft in the tray ap on Theorem 59. In this case ft • is the 
(lam of all Purl( .1,111111 E,!... a*. the iioomorphiont A. iP untla r. and thi dement 
I.' of ftr. astrigned to Oa 111/ /, of It by arta, of A.. is goere by the equilto•/• 

b• 	E a  a*. 
••••• 

II. nee  if  it is eppenally a emnpbtion mu  .I•. then ft• rertainly eziotp. 
l'aczoi. In fare (A 'Theorem- 5. 4;1. and •4 we may r.-ariet our-i-lve- to 

r.rovi. that the exi-tenee of all join- E :1„.a• irnplii- that It• 
I*. a ( -4nple4ion 4 R. and .V* a ,-otup14-tii,n 4.1 ft. 	Sfir•• Thi-orern 79.) It 
oiivioik• that .V and .V• are al-o eompletion. of .1 and .1• restiertively. }1..nee 
the i-cstiorphizni A can lie exteride.I to an i•itmorplii•an  1.  between .V and N• 

lit, ouzo-fly one way. Theorem fz2 .1tiolin faee of Theoreni 59 it i- ohviou.. 
that the exi-t4diei- of all our 	E 	that the •tibring It of .V• 
into w hieh 	hy • j....,,nrained in it. Thu- a.- hare pr,e.•( -,1 what wt. 
!Ad a 1.414.1 

re-t lif thi- paragraph me -hal; -tali- .4//11c eorollarii, of Theiirern.• 46, 
Va. 51 i. 51. 52. and 	Here and it, the neat 'paragraph we ,hall eon..-ider a 

Bo.ilean ring .4 : the Boolear. ring o ,f !ti• prir.eipa: ideal- of .4 will be denotml 
if. and the Histokan ring 	the r...rir.:z1 ideal- of .1 loy 91. Notice Theiffern 38. 

Tit z.o.tw W54 	.4 r. • /••■•../It a i• at. Inb 	fit of a tort. rote a. of and only if 

3:: 	 ' lin, aa. Coo C 	Inn a a,, •. 
• -.1.5 	 •■•■ 

Theorem- 11. 4b 40. ar,1 
Toi 	w ■•••-• 	:in a. ••:.•'. ■.f 	••• ■ :v 	lin. a a, Is a principal vital a a): 

•-•• 	 • 
• '7.00 tr. AIL •  

respect to .4 if and only of the Hip" tici of (hr proneopol 	en,„) I. 'UN. ,  19u tot 
troth ripped to 	and do  lima i. a principal Id,  41 a a ). in flit, 1,114 

Iiin a. - /1. 

Pawls. 	l'lleciretru. 511 and Gk. 
At (hi- !dare we mi-nti.wi a theorem a Wei. may Ise 	a- a we-?,. 1 ,1.1X:: 

11,1,1 	Theori-rn 20: 

	

THRI.PRLAI fsh.  If  U IA /At ritit• 	(hi- 	 if q q q, 

Inn a r 12,0 
• ■• IS 

E 
Pttoor. It  a.  erifiefit that 

	

IF' 	= 
If 3 i..- 	di-11.61016%4- !attic* ed 	 io • 	j1,•,•,;. at, rif  
t hi, and from Theorem :9; tio, 

6. Relations between Interelements, Lower and Upper Limits, and Limits 
"1 iiifothm  59. If  a. 	for II 	l 1 3 • 	.! 	ff 1-I r. ,  

yuenee a. , arid  lim  I.. inge. (11011 
• -•111 

35 vi •r* 1int b.. 

THLedttm 101.  If  a„ 	b,, fore. 	I 2. 3. • 	.11' 'J. • 14'4 •■•.,! 

• 1, MI 	 th, 	 . Men 

	

Pitoor(j THLOiti.W* 59 z fib 99 	It 	 •••• 	• •. 	; 

	

In:. c 	C 	Jun a 
• -..111 	 • ••••• 

	

9  111:. ca. C 	c oo, 

(34 

• -••1 

.%•iter OA., 1- -.fitted Theorem, 89 and '.0) ear. 
for. 54. 

'FHLOIO.11 91 	If  a. 	for 	= J. 2 3 • • 0, 	 • .• :Ai' • • 

.1::. a. -•• 
• ••• ■• 

••• a. 	his. 
• •••••• 	• 

JAC:. Is 	• if:. 

• ...IS 	• ',it 

• In okith leotA eviee erist_ 

• -• 

t•-• The,rern.- 51 arid 
; 	v. 	r;.4. if sva 	 ' •• c a. 	a principal idsa/ a a): 

• -••ry., 

/I • 

a 
• -••• 

	

: • • 	52 s!. 
• v 	' 
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l'Hoor. See Theorems 89 and 90. 
THEoRF:m 92. f/ km 	0, aad a. < b. for n 	I. 2. 3, • • . dent also 

.-• 

	

lim 41, 	0. 
•-. 

Notiee that 0 is the only subelement and the only interelement of the se-
quenee 

E:_, 	Own E: a JA,, tri4.4 fim• and ' 

	

in ,mid E:_ ;  n,. 	. 
Lunt 8. If 	<a, and 	< for k <1. k. 1 = I.  2.  3. • • and 	, $ 41  

and 	6, exist.  
Now.. We have obviously 

E a.• E > thin 
• -i 	•-: 

for every k. If c > a„b„ for every n then  

INTIRINSIC TOPOUIGT (11' W.101.LAN ItUsorth 	 II 

and, by Theomm 85, 

a(a„h„) = 	a.,)•aflim to) = a/Imi 	6.); 
• ••111 	 • -••• 	• •••11 	• -•■••. 	• 

from this folkors. again by Theorem 85, the asmertion. 
THEORLM 94. If Jim a. and lin, h. • fts., then Inn 'a, / 6. )  • 	too and 

" 
oqual to lim a. / lun 6. 

	

19toor. Compare the ',roof Ur The4gem ¶a and -PI I.e 	 9 arid Theorem VI. 

THEOREM 9.5. If  lirn  a, and lim 6,„ trod then lirn 'a. • et,b.j ertsb too gni! 

float to lim a. -i- Jim a.. bin b.. 

l'itoor. We have 

ata. 	a.6.) = a(a.,)•a"h„) 

and. by 1.11(iffla 6, > a kb i 	• 

for / = 1. 2. 3. • • • . From this inequality we go by wing twiee Theorem 13 
the inequaiity 

lun 	= 	litn 0 1.4)1'; 

• • 
r > E E •_, 

which ins Wes t he  
1.13111t 9. /f a,, > a, and b > for k < I. . 1 = 1. 2. 3. • • • and 	and 

11 :-1 6. exist. then 	(a, v to) extet• too and is equal to11:-I 
PIKPor. 	a. v 	< a, V to for every k. If e < a. v 6, for 

every then < a, ,/ for k. / = 1. 2. 3. 	. Ilene.- we get by using twice 
Theorem 12 

c < 11

▪ 

 as v H

▪ 

 b*. asl 

Thi• prove- the sverrtion. 
Tiftsdayl 93. I/ Jima. and Jim b. e.rist Own Jim a.lr •  'rigs too and is equal • ... 	 •-. 

th lin, 	h.. 
•-• •-. 

• 
9  lin! a 	= 	

• -. 
Ern a a.)a 	= E 	a(a.)a ,  to  

. 	 asa 

. 

▪ 

•_, ll.. eia.)• 	ebb]; 

hew,. f.y Lemma 8, 
a 	a 	s 	a 

a ez. i,. me 	I  ai a, •E ' n a a 6. - 9  lirl. ca,. * km rub.. •-: 	....• 	•-1 	..• 	 •-••  

/WW1,  We have. by Theorem 93. 

lit,, 	a.b.) = 	litn a.i.e/lizn 6.) = a/lini a. + him a,•lirt,  6. 

THEOREM 96. If a is an inter.lrairrd 	Mr sequeort 	. 	f 	'do  r4  Fr ,  • 

of Mr lOquo nea 6 , . (bin thole of tla- Inoqualthe.,! 

> linn a.b.. 

a v 6 < list, ra, 
• ••••• 

hd 

	

a -4- a!,> lim 	+ ado) 
•-• 

hold the right-land 41/1#4 of which exist. 
I'moor. See Theorem, 81. IA. 91. and 95. 
THWRLIII 97. If a is an trakr./ernenr of 00 	a„ 

,/ Jim h. L.; an dr& obrurnt of do w,ju,uri a,,„, 

Photo. We }Igoe for 1 = 1. 2. 3. 	• 
• 

lime a. h. = ' Inn la '3..0. b. , = II ' E . en, .c 'h, 
. -a 	 • ■••1 	 • • : 	a- a 

a 	a 

- 11-  ' t ' cc.. .cc'', D [II ' E ' •_, 	...• 

	

* lim 11(a.)•11 	a  °A= 

v. 	r 

0 
	!•11'' 

••••• 
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• tmeat.36 M. (Corollary el Ttoos.-.., Igo.) If Inn a., /10o, lins 	en  I ei • *. 
• • 

Mr' a, 	Jim a.-lizn b iaa,, ...kr.Irspg.w1  of  U.. 	von 0. • LA. . 
• 

'1HLtJiii 	105. If 110, ft. tfa, Int, b. 'yen' orol I 	ah ...huh weevil of I. 

• -•• 
Ng•si 	ajt, 

I < lizu a.-lins . 

PROW. We haw, by The-anan 

z < liii, a, 

and 

Jim a.- Inn b.. 

Itst.ottElt 106. If lim a. and Jim I., eximt, and j j an inn •• •••• ••  of  ii, 	- 

fit/I lay. a, / b, , Mtn 

> lint a., / Iii,. b,. 
• 

l'atoor. We havt!, by Tionin-n• frit, 

> lim  a. 
•—•• 

I > lim  b.; 

7 > 11111 a. / 	1.4.. 

THLegmy JK. If Jima . aNd fin, I, , irtNS. 11411 I 14 .1 ,1 ,,,h ,.1 n11, •,./ 	•/ 

•• ,,o a. -- ar.b. . 

z 	list, a. 	a.•!ith 
• -•101 	• 	• 

Pitoor. Siton c 	i• art ints-r•-1.-tret-nt 	/I. , 	 a. • 

rf-1•4.1 U,  ft. se Mr.p. by 1i.i ,o0u, 1 14 so.f1 1, 

= r C 	lab a a. • litn e(k..) 	tect..; • 	lob a 
• ••••• 	 • -••• 	 • -•• 

m. a lap a. .a' Ii:,. b. ntr c ,fli a. - 
• • ••L 	• • At 	• • • 

1171 

	

Hon D hm(4j."lim s'b.) •• 'y 	ea. ) 406111  40 
• ...IS 	• 

D ea) • ( 	b./ fin e a bra p. 

Int the taitt•r •idt• it follow. from the fir•t. rulation #4 Thi-ortfrn 9t; that 

a(a • a lint b. • 	lim ra'a.,,a ,  
• -.0 	 • -.18 

a l  a 100 	D 	lint a' a,,b.t. 
0 

Thin pro %•-• the an-ert jOg,. at.t.ortlirta to 'Matrons Kt. 

•itkont.m 94. , l'orollary of Theortm 974 If lim a. awl lint b. /lint lb... 
•-••• 

lin, el, jun) 	14 	onll rill au rol of lb.. 4, 

T111.010.14 "Mc If II IA ii ,, thltr•11 Ind n1 of (h. 	fpu ort a, , 	lint b. 
• —• 

II. i a / hut i.  Ix aro oral ribald bl of lb, 	ra*.• q„ / PI. , 
• 

	

PIM It•• IPSOV■41 in N %ay 	corre,potiflit■tg to the proof 'A 
. 1 . 1wort•tit 97. 

Tithotttia list (Corollary of Thportatt 	If litn 	and rah b. #.4441 tIon 

Ian a. / hIgi 0., • WI I rob rob 	lb. •4 	We 

Tithontta MI. If it Ix fin II& Oil In ,  fit 'if (I. sopa. Iwo a„ fiNd ling  b. ort•ts, 

Ha If 	.• 	Jim b, la WI I Id, If Hp hl of it 0 ,140 hr. 0. • —• 
Wt• haVe 

a 	a Inn b.. a a' a) dint ti'fb„) 
•—• 	•••• 

ni'. J,i ndgnl 4 9; hiliec 0' 0 	 0... 1.. bY Tliontrt•nt 97, an itio-rylt•twitt of the 
• -•• 

}.. •• a a. 0 .  P, . •• 0 a, 	ch.) atth onion/ toll. 
THEf t li ty 102. 	r f.0411try 'if The4a.ial 101.) If IWi a. f2 , di 	0.. ortst A. to 

it, a. -• 	 0,. i• fah fhb r./. Me hi 	fir. ...pm hes a. 

N.oitta Iola 	lirn 	 ir I. IDS Into rob 	of 	...parstv 

• ■ • 	01 a. -0- 0 . lint a. in it,, INS. rob Nit o.f 	It... ..vto roe. a. 	n,•.. 

1.. 	 • front the tnilistioll 

a lint a. -•••bh,iu. •• ' Inn a a. •a' 
•—• 

• , •! 	••• ! I , o';': t•,t 0' 	I . to. I.• 	•211 •. art thopt-l•-m• t. t.: ti.. 



Tlit.tatt.m 108. Thom. of Mt foliating ttorlatnon-rtiatione (37 ) /di (5:3) which 
hart a to om art ralid: 

Jim 	< Jim a.Iirn b. 
-•111 	 • -*NI 

Jim a. b. < Jim a.•lint b. 

lin, a.b., > lim a.•litt) b. 
• 

lim 	Ian a.•litts b. 
• -•18 

Jim (a. V b.) > Jim a, I him b„ 

htn (a. V b.) > htn a. / ho, b. 

(43) 	 (a. V it.) < Jim a. 	lim b. 
•-. 

(44) him la v bo > Jim a. / Ian b. 

(45) Ian (a. + a.b.,) < lim a, -I- lim a4. Jjm  b,, 

(42/ 

Ian (a. + 	< Jim a. + 

471: 
	

urn (a. + 	4." lin. a. + Jim a... Jim  b, 
• •■•• 	 • 

Ian (a. -4- a.b.) > Inn a„ 	 b., 

Inn (a. + a.b.) > Jim a, + 	ae litt, 
•-•4 

( 37 ) 

31;) 

(39) 

(40) 

(41)  

+  6.)•litts  a.. 

4-  hill CI 	 11111  41.  . 
• .  •  O. 

r4-lation ti Theorem 91i, 

him a. 4- lint a.•lini  bo 	(lisp a. •Iim+ Ian 44 ,  

•

. - 	• -••• 

Jim l(a. 4  ct.b., 	( a..b. • (a. . 

 

• -•••4 
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If lint a. ,lou b., anti lint (a. 4- (a.) 4-x1A then Ilia  (cf.  •  a.1,.) ext.)." too :Ind 
•. 

•flual to litn a. +  lint 	. (11.-orent 95.) 	fres t hi'  10101 /4.i' .  wa 1,:•-.• 
• -.el 

a. + a.b. = (a. +  boa.  a Item.- 

Ian (a. + a.tt.) = lim (a. 
4 -** 	 • • In 

(Tbetartan Ti.) Thui,  we  have 

(54) 	 Inn (a. + bo Jim a. - lim a. 

Further liM (a. + 	lint  b. 	Tio,or•-to• 91.4 	inn.14 . 14finent 1)1 the m141411111' 

, a. + b„)6. = a)). + 	. 	we have, by Tla-orets, 107, 

(55) 	Ii,,, (a. +  bo lin, 	a.•Ints  b.  + Jsi,i  b„ 
I.  • 

}rota (5-1) and (55) We  get 

1 514) 	lilt, (a. + b.). ( Inn a. V 11th t.. 	lan  a. -4--  Ian  b.. 
• ei 

Sint7e  limn  a. ‘ 1,, minA 11. itt, by TIteonan 1110, HD ii144•11•1••fill•lat 	t 	,844 1 .1 4 11C. •  
• -*a 	• -*a 

a, ./ 

▪ 

, and a. + It„ <  a. v 	, %VC' have, by '11,•.0•1,,4  4.0). 

Jim  (a. + b.) e  him a. 
•,. 

111t.v. (Ti) iwirolvea  (51). 
if lith 	1 111n b. ,  and  Inn (a. -4- (a.) exi.t then Ian 	 11111  a, • lirti 	tind 

Jim 	 + 11111  1.4 tare, by Tboortin 104, inu-mlo•tt,4-04.• 	tlio- 
•-.. . • --. 
a. + 	and a.b. +  b.  re.pectit-t-ly. 1114-toi- It I .  latti•, a••••todir,g 	*4-f•I gr,fj 

Ian (a. -4- a.b.) 	Jim a. + Jim a.•lirn b. 
•--a 

h m  r o , 	b.1 e Ian a. -4- hitt b, 

lun la. + b.) > Inn a. + Ian b. 
•-. 

7,3 	 11111 ( a. + b.) > litn a. + Jim 

l'hoot 

•:rt) (40) (-0 	41 •in ( 44) (45 ,  (44, 1 47) 144.1 (49) (aro 

f-.. 	 m!.„ 40. pc, lie, 1(0, loo. 1114 1114 1W PC 1 01 4 102 107 

ltt-lation (52).  Relation  (53) ut-
10'2 ita4t•ead of Theorem  104. 

THEA'nEal 109 - If  Ian  a• avail Jim b. eX14 then Inn (1,b., • ride tix, ow/ IA , p0.11 
• .ss 

10 Inn (1..1411; 

PROOF. SP.'  1 . 1.44.tn•tri.  915 and 105. 

1.14 1-0aall 

 
Ill). If  lim  a. antt Ian It. ..red (la n lan 

'qua! to lin' a. v Ian G.. 

Pactor. 144-4- 1 .11«•or•-tia- 100 and 111). 

511 

5:1 

esti pf4.04.  in OW .alii• %at', UPI fig 1 ha./01.1r, 

6,. ) 	t ,  I,  I q 



element of thr sa1uenee a. 4- b.. 
PROOF. W,- have, by Theorem 95. 

(57) lirn (a, 	(45.) 	lim 	lirn a,•lim b„ 
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THEOREM 111. If lirn a, and tim b. e.riat then lim (a. 4- a.14) exists too and 
• -.81 	 -.IS 	 • -••••• 

is equal to lint a, + lim a„•lim 6„ . 
• -,111 

PROOF. See Theorems 104 and 107. 
THEOREM 112. If km a. and km b. e.rita then lim (a. 	a„b„) exists too and 

a ....I 
	 • -As 

is equal to
! L , 

a. 4- lim a.•lim b, • 
•-• 	• 

PROOF. See Theorems 102 and 107. 
b. is an inter- THEOREM 113. If lim a. and lim b., e.rists then lim a. 

• -As 	 • •■••• 	 • ■•■• 

	

a •••• 	•■••• 	• ■••Il 

and, by Theorem 111. 

(62) lien (a, I,. + b.) = lim a, lien b, 	lien b„. 
• •111 	 • -.811 	• -•• ■ 	• ••••• 

From 57) and (58) and from Theorem 1(X) follows Theorem 113. 
THEOREM 114. If Ian a, and lim b, exist then lim a. 4- lim b. is an inter- 

• -. 	 • -* le 	 • -.1115 

dement of do worm(' a, + I,,, 
PROOF. Compare the proof of Theorem 113 and see Theorems 95, 112. and 

1(X). 
THEORLM 115. If the sequences 4,, and b. converge. Me sequences a„b„ . a, V b,, 

and a„ 	converge too, and we havr 

(59 
	

lim a,b„ 	lim a„•lim b,, 
• -*Ill 	 It -.IS 	-•■••• 

(60) lirn (a, \,/ b.. = lien a, / lim b„, and 

(61) lim 	+ 	lim a, -4- limb,. 

	

III••••t 	 •■••I 	 • 

PROOF. 5 4,1) follows from Theorems 93 and 1(19. and (60) from Theorems 
94 and 110. Further Theorems 95 and 111 or 112) involve 

litn 	a„),,) = lien a„ -4- km a,•lim fs, 
• -..11 	 ••••0 

	
• 	 • -.1111 

1;3 	lim (ads, 	b„) = lim 	b, 	lirn 
• ••••• 	 • 	 • ...MI 	 • ..+IC 

Fry•tia • ■2i anal 13' follow,. (61), by the aid of 4111411. 
THL0REm 11 	If a" =. 0 /or k. 1 = 1. 2. 3. • -. . sd I then 

lien a =  

INTRINSIC 1'111.01AMii OF HOOLIK1 '44 Ill N.f.in 	 II 

PROOF.  0  is obviously the only sulk-lenient of the ?,equenee a. 1,••1,t4 

have, by Theorem 21, 

tine a„ = 0. 

If a is an arbitrary interelement of the M4141110. Pt,, then aa, i- 811 ititereleoelit 
of the sequenre a,a, for every A-. Hence ail, 	0 for k 	1, 2.  3.  • • • . 'See 
Theorem 25 	Since a is also an intereletnent of the -4-qiienet• tot. , %%t• obtain 

= 0. 

This proves the theorem. 

7. The Cloeure-Topology F(T(.4 

The sequential topology r(.4) in a IF/Otikitli ring .1, d4.411041 lay I ).•litilthril 
determines a closure-topology l'(,(A)). U immure (III). Theorem 15.) Inn 
Theorem 29 involves that a !illbehLKS Of 	elo-ed if and only if it eotit:ti-t%itli 
every convergent sequenee also its limit. 

TimoitEm 117. .4 ny dosed Rubring a af a Nab an a-riali 	a. lb,. If a 
a-ring. 

l'itoor.  If  a, (n = 1, 2,3, • • •) are element. of a I hi-i JJ 	a. anal  
n 

eXiPit and are eontained in a. !intim, by Theorem 17, II

• 

 '• 	E 
• , 	s 

exist too. (They are even identical with II " a„ and E A  II, 
••■ 	 n 

IsKomEm 118. If a is an invariant e•subeing of a Boots an riaa .1 (la,/ a, 
= 1, 2, 3, • • •) are demerits of a. then ' A lin' a. and ' 4  lin, a. x ■ st 'rod at, rob- 

ft .111, 

Mined in  a.  Hence a is especially a dosed sobrina of .1. 
PRoor. Seri Theorems 38, 51. and 52. 
Tat:oat:a 119. If a. (it = 1, 2, 3. • • • ) art 	of ii et,,, olco l 

Boolean ring  A,  and a Is an interdement of do *flue nre Si, a', fl 	, I„ .1 
es contained in a. 

Pawl,. We have, by Theorem 42, 

f/A (k =  1,  2. 3, - • •) are element. of , a beetiii-e a is an ideal. Thi. -340 

for  all  elements of the 4141AlIsfief• E 	11,4 o 	I. 2. 3. ...): 
a -1 

it - limit a ifreaU..* a is closed. 
Tut-oat:a  120..  Erwry neffmal ideal of a 110411/ no rine, is closed. 
"floorern 120 can be easily deduced from the deLnition of a tiorti.-1; 1•1. a a- -1 

from Lemma  5. 

( Tun  E , A ilea  

o■ -••• 
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THIAiKu 121. If Ala an inrariant sabring of a Boolean ring B, N lathe maxi-
mal join-extension of A inrariant in If, a, (n m I,  2,  3, • • • ) are Anneals of N, a 

of an element of II, and either of the relatiorus nim a. = a and lian tal  a. = a is 

thi is a is contained in 	N its especially a closed subring of B. 
Pamir. Let A be a complete invariant extension of B (see Theorem 09) so 

that .1 is. by Theorem 53, invariant in A, and  s  the maximal j .xtension 

of A invariant in A. 1( 'ompare the proof of Theorem 70.) If now a. 

= 1, 2, 3. • • • ) are elements of N, and "'Inn a, exists, we have, by Theorem 51, 

= 'B 'lim a,,  ; 

on the other side the elements a, are also elements of N. Hence "uifn a, is, 

by Theorems 70, 75, and 118, an element of S. From this and from the defini- 

tions of .V and N it can lie easily concluded that (N lim a„ is an element of N. 

If a. I n = 1, 2, 3, • • • ) are elements of N, and  "unn  a, exists, we can conclude 

in it similar way. 
KOHLM 122. 1/i is an incartant sabring of a Boolean a-ring B, the maximal 

join-o..thlos ttttt sif A invariant in B is itself a Boolean e-ring. 
PROOF. SVC Theorems 117 and 121. 

8. Double Sequences 
45:10INITION 13. Supposo that to every demerit of some class 0 of ordered couples 

(m, of natural numbers there is assigned an element of a given Bookan ring A. 

Wu may that such a correspondent-v. defines a double sequoia-v. in A if to every natural 
numb. r k Ii,. ro s riai two natural numbers m and is such that on k, n A., and 

(on, to) it H. 

I /Err :S.  rrii IN II. /A all,: and all; be two double sequences in a Boolean ring, and 
44 5 '  1 14 the classes of ordered couples of natural numbers for which they are 
obfino of In this cast on. my Me double suquwncv(ILI,: In IN. a partial sequence of the 

flonbb so groomer a2,, if 	C 	and n„: = 	for 	H" 

DLYINITIoN 15. 	Is a double ointment.. in  a  Moulton ring .1, H lb. class 
of ordered not plea of 110111011 numb. rut belonging to it. and is an demi mat of .1. In 
this cam to trail us is Ka/shim nt of tho double segnence a., if there is a natural 
Number k such thot 

II < a., 

for as 	k. is g 	tn. NI 5 44, 

to istItise5.  tn.  If th. 	 sin.? 4-1 Ant • flo viMe Mfen.10. SI in 
en.h 15. ws nut °DI 	OW ht 40 41 .1 44 .4411. II 0/44 no of 11.. 	 if awn. 

t. 	Iota 	WON r A s,a.A that 

I.,, . 	 t. 55. ate 05. 	• 

TOP551.5 5(.1 oI nou551.5.. 	1t1 \ 0.. 	 1181 

Now the as  ,CH  ass of interelement. I' as sr limit, umoer 	, eonvergence, mai 
limit can he &tined for double sispiences just S4I it.,  fi ur sitniile :requiems,. If 

a... is a double sequence in a Boolean ring .4, the sign H has t he smile inesmillit 
as in Iltefinitiati 13, and the Ismer I . 	't of the double W111114141. a., with eispeet 
to exists. tic denote this:lower I 	't by nim a., or noire simply 	lint a.. 

(...• ■ •01 
in ease H is  the  class of all ordensl couples of natural !mintier, The sign. 
"'lint a... ,  ' 4 1int  a... , 	a., and IA 'lim a., an. to be tindr•rstood in s' 

ft 
sense. In all  these  signs the superscript (A) may be omitted if there is no dmil 
to which Boolean ring they refer. 

All t heorems on  simple selpiellees Obtained until tum, except Theorems 31, 32. 
33, 34, and 35, can be pnmouneed with little changes of the wording also fin. 
doubles sequences. For instance Theorems 29 and 30 ass  the (idiom use 
forms: 

THKOREM 29': If (ILI,: is a partial StqUelle4.  of a double sequerwe 	.ii W./ 
(-)"' are the corresponding classes of ordered couples of natural nand 	es, and tins rt.:, 

exists, then lim ac,„1,', exists too and is equal to lint a 	. 

• .1.: 
TrigonEm 30'. .4 ny :TM,  no of a finite number of c 	 rgent doubt. ...quo no, 

with the same limit is again convergent with tin same lentil, of by a sods Is 	h 
(soperelement)  of  a system of double sequences be meant a nom 	 sods!, no Id 
(superekment)  tof  Mese double sequences, and the notions of an gist, 14 	 i 
limit, and limit  of  a system of double SIVIWIUVII br defined accordingly. 

In Theorems  30  and 37 the signs Ht.. a, and EL. a, are III hi' 11•111:1...1 1.t 

signs 1:!. :  t1  and ha  F,, , . 005 5  respectively. Also Theorems 39. 10, I : a id 12 55.   

are to be changed in a similar way. 
A special case of Theorem 29' is 
TtrEolual IV. If a„,, 	is = 1, 2, 3, • • •) art turn. Ids of a Boob 	elny, 

m, and n i 	=  1,  2, 3, • • •) natural numbers mud, Mai fob • A and no • 	Jo, 
--. , and lint 0 5  exists, Men lirn 	csixix few 	I.. • goal In Ma 

444.4-.4 10 	 +se 
It is an open question whether Theorem MI Can 111 .  ii1V0 . 11/41, 	1111111•1 

11111 	= a whenever m. 	": and mu, 	A for A. • •• . 	Inn a.„ 

	

IP 	• In 

We shall return to this [mint 	s• more in #111. 

9. Funclesnental Sequences 
Ikrisivterc  17.  .11 artful or. of • b Inl nix 0, /if fl ItWole sr, 	tai . 1 is xig,.i to bi 

fundamental arquenn with ro spit's .1 of 

"lino a., + a, = 
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nixofirm 124. A sequence a. la a fundanst Mal *queer# if and only if th. 

sequence a.b is a fundamental sequence for every element b. 

Noor. See Ikfinition 17, Theorem 5, and Lemma 5. 

Tnirname 125. A bounded sequence is a fundamental sequenee If awl only of 

the following condition is satisfied: if z is an elemi tot of the property that 

z < a + u 

whenever u is a subelemeni. and o a superelement of the seqw.  then x = 0. 

PROOF. If u is a oubelernent and o a ouperelement of th. sequenee a., then 

o u is a ouperelement of the double sequenee + a.. 4,tiversely to every 
superelement a* of the double sequence a., + a., there exist .411041104A a alai 

a superelement o of the sequence a. such that 

64) 	 o• = o 	u. 

For if a* is a /.upen- lement of the double sequence a. + a. there exists a natural 

number k ouch that 

(65)  

for In 	k, n g A. From (65) follows 

a.. -1- a..a .  < a. < a. V 0'. 

Hence a. + a.a• is a -ubelement. and a. V a' a superelement of the sequence 
a. , provided that in e k. (hi the other side 164) is satisfied if we put 

a. + a.so*, 0 = U ,. 
J (1.. 

After this is settled Theorem 125 follows easily from Theorem 22. 
It is obvious that the fundamental sequences of a Boolean ring can he defined 

iiy their properties stated in Theorems 124 and 125. Compare Definitions :3 
and 4. 

TH WU/ 126. .4 ny fundamental =pone, haa at th, misnas4 a n, ia&-rektrynt, 

Pingo-. If a and a' are interelement.,  of the sequence a. then a + au' and (J 
are ititereletnent. (if the hounded sequence a.ra + (Ice). Hence 0 is the only 
-ubelenient of the lattcr *44 011114 '. and if 1 ,  1,  a superelement of this sequence, 
then 

a 	00 6  < 0. 

The  more Ne liih Nay that 

%%10.10.%i•I 	I. a ..oireig.tti*.tit arid 	a superelernent of tie- ..efitiefave 0,1a 4- aas). 

It the .elithellef .  a. I- a fundamental sisiuence the seq uenee G .. °  -.- (1ao) 	by 

"Ilietirt•ni 124. lilewi.se  a fundamental setiuetse. and frown Theorem 125 follows 
= 11. .11u.1 	q• can pimp that a' - an' 	Hence a* = a. 

TN Loa Ext 127. 1:erry cosorrp. ra /6, vis. seri is a f raiasru -ssial a'q.ur.rs. 

l'Etott . St+. I h•finition 17 and Itelatam 1 61) of Tfbefireni 115.  

Ito t /*other hand it LI not title lauit 'vi y M'9'IiIi'I v. II 11.011 an Ifitili•if 11.0 

funds:tit-Mal sequenee. Let .4 be th.• litioleati ring tot all finite eliis.ses tit 
natural nunilmers, for n = 1, 2. 3. • • • 01..4  = 11, 2, :1. • • • , re1 (the • 'ass of the 
number. 1, 2. 3. • • • , ii), aa  in 0 (t1.• void clans), NIA frt - 2, 3. • • ) 
:2, 3, 	•  ,  r.  . 	Then t ht• la.tiueriee u (ii -• 1, 2, 3. • • • ) has to, iiiter••1••isieht 
there is no elf-tile/it a satisfying a > u for all sulo•li•tnents a  of  the sequeriei 

and it is not a fundamental sr-quetie•• either. 
Tna(Ainin 12$. If 0 Is an interoant ortabrtng of a liaalsaa 'mg ,1, gra/ a. 
- 1, 2.  3,  • • • or, •-frmeriti of a, then the segue tore a. Ix funilanuntal m gut 

will, re/wet  Si,  n •f awl only if it la a fundamenatl AI tpit Iirt with rt apt SI lii .1 

i ittirstsr. SPs• Tlit•oretri 50 and Definition 17 
Tit }Alt 1.M I 29. A ....quenn of 'II "1/44111 a. of vi Bonbon ring A Is a f 	hind 

A II/UPI/1V With ri spiel to A if awl only if the aequenr. a (a.) ill rimnisrgvnl •ntiOtvs liso ri 

•.11. 
l'ittx,r. Seq. 	 tits, I. 127, and 128. 
TN FAIRER 130. Every nuatalsaar *yarns:, of 1, in. Nis of a Boolean Meg IASi 

f.twlamental is 'future. 

i'It(X)Y See Thi-ort•riis 35 and 129. 
1)Eriamirq 18. A fitotleart ring .4 is 17.1.111 ,1 	 If siss y fataiath, 

sieraertre 1I4  A  nowergen with o ago et to A. 

"Intonon 131. A Boolean rttog ,1 	o.etrotplea if awl only If 	t I. a 11901 ,  

l'kt.glY.  If  all f lindaJfielit al .41W-fol. of 	converge, and 	I 2 
are elements of A then from Thi-orem. 32. 31. arid 130 follov% - that 
and E:_, a. exist. 	If .4 is a 1340)1• -all a-ring. every fulfill-tiro-will 	 Ol 

ha.. by Theorf-rn. 38 and 126. exactly IMP ifit1.14.11.11 	. 

I). Vali  1  hint zig I) has slmw n how every tors■logica I ring silt ist up t 9  
iscighl,ourlsool-axi(mris of FrAeliet -Ilausdorff and ha% ing t hi property 1hat 

different*, and product of tao elements of the ring arc a-w i l l/1 1 10W. !WWI 

these ir-lenient-. can le extended to a topological ring IA the .a.m• 	ar ,•1 

the property that every futidiunent al sequence of"110. , .xtrvrolvd ring is cow, 
111 thiS' paper we have defined for every 1;ooleati ring A ht. 	rat-Iu 

IOIMAOKY rf  A  ). and have riot oonsidered tiny 01her sequential tono.4.44% ■•. .1 	• 

r orA • Therefore if we ootv.ider an exten,:ion /5 of ,1 	f .  are toti•rop.o.d •,• 	• 

tho• 1-21,0. that 	is again a Boolean ring. and that the .equent iti j o olsol og y • 11 
an i eXtelre-1011 	the tiequential tinalltety 7 1  A ). ‘‘, krona altvael ■ tiOt. • Is 

I. 	 l''XtellPtiOn 	/ .4) if /I is an invariant ext,eopior, of .4 	T■ 101 •• 

5f)  ) And Th.-te.-flip *1.4 and 131 slitiu that any lies.lean ring 1 	in. • a•ve • 
ticit•tided It, a B.,‘,14-ao ring II in able!: every futolturier,t wq uene• 

Nov% Ivy shall try to define the- notion .4 a frontroal in‘ariarit eat..nsioo o! 	•,' 
:i,,4 1. ii,,rf4zj l  y.ar,va idzi7liti,toA1 411,e2.  not if,t, of a 	wad '1 0 111 4 4 1 ' .  it , ‘""utf'l 
'ii 

 

This 

 1:32. If ua mean by II,, own of two 'a '7w wt. oo, awl ).. 	oi 	• . 

''"9 A tio Po'ite fir,  a. 	. find by their praline ths =Goo 	too m 
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in A form a Boolean ring S; the fundamental soquenc(s in .4 form a subrireg F of 
S, the convergent sequences in .4 form a inkling C of F. awl th. null sequences 

(sequences converging towards zero) form an ideal n in C. 

PROOF. The first proposition is evident. The second proposition follows 
from the equations 

b.) + (a. + b.) = (a.. + a.) + 	+ b.) 

a.,(.b. 	b.) + (a,. ± cob. 

and from Theorems 92 and 115, the third from Theorem 115, and the f ourth 
from Theorems 92 and 115. 

Now let .4, be a homomorphic image of F surb that there exists a homer 
morphism 7 from F to A, determining exactly the ideal n of F. I.e. n shall 
Is' the class of the elements of F carried by -y into the zero of .1, .) Such a 
homomorphic image of F is for instance the quotient-ring F/It. Two element',  
of C are carried by 7 into the same element ofli g  if and only if they are sequenees 
convergent mitt, rest** to .4 and having t -tune limit with rtspect -  to .4. 
Hence if we denote the image of C in .1 1  by C• and assign  to  every element a of 
.4 that element of C• in which the convergent sequence, having a ll term. equal 
to a. carried by 7, then this correspondenee is an isomorphism between .4 and 
el. Hence .4 1  can be chosen in such a way that the image of the sequence 
:a. a. a. • • • in .4 1  is identical with a itself. In this ease .4 1  is an extension of .4. 

DLFINITION 19. Let Ow gifill14 .4. F. C. and n /tam the 80Pak MI a fl fig 04 in 
Theorem 132. and let .4 1  be a hurriontorphir irnag• of F. and .y a homoniorphism 
F --• daermining (racily the ideal n ofF and haring the property that rf a is an 
(lenient of .4. fio /biro it of .4, in which carrfre flu sequence haring all terms equal 
to a. is iderdwal with a. In this cam us roll .4, a first fundam. nhil (rOneion of .4. 

Two fundamental sequences a, and b. have the same image in .4 1  if and only 
if their difference this is here the Sante Ur a, + b„) is a null sequence. 1). van 
Dwain calls suet, fundamental sequence- concurreid. 

1.E.mmA 10. If.4, is a ,first fundaniental trleronon of a Books.. ring .1. then _4 
is p ,uorranj tri 	 . 	. 

Paooy. Let *k be a subclass of .4. and +, an element of .4 such that 

E a = 
P 

Further let f be an element of .4, such that 

f > a 

for all elements a ofz.m. If a, is a fundamental sequence  in  .4. of which the 
image in .4, is f. then the -*quern* (Jo:: 	a must be eontained in R. i.e. as must 

t• 

lirn u.a = a.  

Hence we have, by Theorem 41, 

• 

and 

r•I Eta) a‘a 6  

for n = 1, 2,  3,  • • • . Hinee the joins E (4)  a,a exist (r.1 .e Theorem 13) we can 
... • 

easily ...nolo& that al so 

Hence we have 

and. by Theorem 41, 

whence 

"Tim a, I, 
-*A 

beeause ad'. is a fundamental sequence. Thus we have fli= 	f > Ii . 'Jhii 
proves that 

E ,411) a = 
* 

r, Tni-onk.is 133. If 	Ifigni. .1. F. 7. and A I hue. lb,  MOW M., /Jr,h.11 rl 

fiaition 19 Ma  n  any fundamfrnlal roauProw in A cones rip e with ti A/1.'1 ft, .4 

1 ,,u1 arm,- a of  .1 1  which is its inlay( by virtue of 7. 
fluxes. Fir4 We elltisider a IllOf 1014)6 .  Al-4412e111 1 • in .4. Lit 

•2. 3. • • ) I* elements of .1. and for hist ante a, e.  ii PO I. . 1 . r 

J. 2. 3. • - • . We have 

• ' A  btu a, a, = 	 (I. - 	I 
• -••/, 

flo-riee 	P have, if f ie the linage (A the fundamental ..s. , 4 , 14 1. , •4 

= 1.2. 3. ; 

fae 	o, 
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if g is an clement of A 4  , 1,. a fundamental sequence in .4 the image of which is g, 

and g > ao, for k = 1, 2, 3, • • , we have for k = I, 2, 3, • • • 

' A lint (oh + ash.) = 0. 
a 

whence 

Oak) + o(ah) (*)lim Ob.) 0, 
a -.a, 

a(a.) 	"nlim a(a.)."I 'lim a(bs) = 0, 
-18 	 a 

(A lign (a. + z.b.) 	0, 
s 

and 

This proves 

E ,A, a, 	laa 	f.  

4-1 	 • -. 111 

If a4  > a, for k < I, k, I = 1, 2.3, • • • , and/ is again t hs Iuiag 4)f I lie funds. 

mental Kmuenet .  a. , we elia prove in a similar %a ■ that 

II (A "ts. = 	 lima. =f. 
o-i 

Now let a„ be an arbitrary fundamental sequence in .4, and ! it. image. From 

	

what we have just proved follows that II "` vn. 1_, and 	a„„_, 
,-1 

	

and an. t1a• images of the fundamental sequence- 117_, a,,, 	= 	2,3, ...) 
and E7_, (se., la = I, 2, 3, • • • respectively. Hut we have 

'lim (a. n 	+ 	ak.,_.) 	it 
• 

and 

lim 	-■ a., E a L .1_, = O. 

111.•nee 

a..o < < t fA "zo-1-4- 

Frown thi. relation it ran Is ea..ily row-haled tloat f I- an interetement of the 
-elita-neo• a, with resioret to .1, . Sinee thi- 	 by T1,,,,rut, 12s and 

1.t. 	 10. :il-to with resis-et • 1 1 .1, a fundament :11 -o-quenee. TIK-oretto IX; is 

proved. 7.44  Theorem 12Ii. 

INTRINKir rovq ■LoGi m 140111.11... A 

1.1.11111%  I I.  If .4, is a first fu wham 	rb.asiav. s.f  It 	MI I still .4 • 	.1, 
IS 1149 a join-isirasion of .4. 

i'moot• 	is. ItY Lemma In, all tilt trfltIut •Xt 4•18...11111 Or .4. 	I.t IV  he  I las . 

maximal joilei•xtetision of .1 in% 	t  in  A , Tht  -it  we have, hy Theorem 121, 

N D A, 
Iswilum• all ilementx of Ai an', by Throorem 133, limits of elements al 	111111 1/ .1' 
Illiv Iituuits  of  elo•ment. of N with respeet to A .  1 	N 	. 

In the  paper  (I) the ring whirl, corretopotal. 1(t I  he  ring denoted herr by .1  , 
has already the property that all its fundament III  sel1111.10144  elotoverge. Wo• 
shall see that in our ease this assertion is in gens•rtil not !rite I litougli  11.  mos 

"Itingkomplettiertingsnxilan" (the  wailful of  a null ossiaellee and it 
fiaslamental .eoluenee is it mill i'i'i 11111(5') is statistic-a, tweoriling to  Theorem  1.02 

1.1.:IIMA  12.  If .4 and A• ars 	rings  Isla ,.  It  whirl.  Ito 	filthl an iso- 
morphism A, and A 1  awl A art first fundanivatal asians af  .1  and .1• 'Tsp. r - 
Judy, thus  A,  and A i.  art tsamarplar  tau,  awl  Mr  is...ararphimm rah Is ri, m6..1 
is, sin imansrphisin .1 1  between .4 1  and A  I.  in  s'  foram  is  455 may. 

homy 	vtill la 4111011'5l ill Ole  folio%  ing wit,. 	Iii f  Is  mi eloquent id .1, 
a  seqin.lace  of elements of 	eon verging !toward- ,f with ri -.10 4.1 to .1, , is il i s • 

in  A*  corresponding to the sequenee  a 	%.111111.• 

f* 	("'lint a: ; 

f - p is the desired istaistorphi-ro .1, 
III the collioWaig We shall denote by p 	 -1 011111a:ii hilijdo 	h1.1, 

Iii.' ardinal type of an uneoutitable -et. %fore prs•ei-el.. let 4 ht Ih• 
numher of ..orne uneoutottible %ell-ordered set, and p  t  fi -man, I 01 din:, I h ol ,,i,o• o  
-ati-fying p 	4,  along' is am Well the ordinal t 	if ton on, 

I )1KVIN17  ION 	J. het A be an arbitrary Itis•blin .  Idly  /Ind es 	 1100 0 

"it 	fig 00 	p. 1,11 US away.4 a filiali  an  ring .4. h, fin nub mil 1,55niiii 
fiisisg ga t.;I,  hi,  the folinul rig irunifinilt End nil nil,. 

I.) A i  is a first funibaramtal P.111'11,11.'11,1 of A; 
2.) if Ili, 014115111 	 //CI* ii 1/n41,1110.W 	 II.,,. 

first Prawn,  isiqi  sits axiom of .1, , 
3.) if do ordinal numbrr Ai is a 	 Ihi 

E 
Mt sign 	Ili  fiat  ng 110 Al I410 no lien( anion; no. ring-v.10 'Wiwi, • 	 .1, .0 ,„./ 

laboring  any: if a and I, arc elem.-atm of ;4„,, v..01  is 	mil 	 ,• • 
is 	p,  a •  .4, , 	• .1, 

nA = 

a A a. b 	a / •,b• 
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in Mix farm tr. rah I. ii fondant. ntal 1st. axiom 4 	ilaabon 'Rol .1 4 lAc 

tolrlf I a. 

If 1. an ordinal inotilwr .116-lying ,14 	tioul•-an ring .4. appearing in 
I  /Omit ion 211 in of 	finnIninent al exten-iin, i4 .1 of Ito ,  order .. 

'Iii 1.0.111111 131. /1.1 an valiant, y Ifasb a,, ring, a an "oft nal nom,. r aznafraq 
s.  p, tool .1,,ii f Oro Ilan ,  Writ I .11. nahris Of .1 of  thl  WebV a, Ms hi  

III, Waal, Of .1. 

l'hoot 	 1.2 ss,u,I 1.3, st ton  II.  awl Delasitaal 

T111.1t111.11 1:11i, if .1 ix an 	y Boob an ti rig, a soul s all ordinal nmatlitra 

xal aifyi no 1 c: a 	p, .1. and .1, ftilidam ,  Idol !II tartan"( af ,1 4 th, s,rsl. r • a aid 

ft gla rittl la. and .1 C 	, il, it .1. I II jinn-, SI, worm of .1, 

I'ius sst. 	St's. 	GI and 131. 

1.1Am 13. /di .1 l si miliring of is Boob an ring If, lard .1 	th• ,158 " of all 
VI, no nix of II which ars boob, of xi yin WI rof dr MI W. of .1 frith 	rt to B. 
;I'  hi n .1 ,, IN SI nahri rig of B ronlai ifs rig .1. If  .1 	 in, at- mad si, It Own 

.1 , 	.0s ninon of .1 inrartant Ifs It. 

Pion its 	11 ix 4.% WentlIstil .1 	D .1. 	.1 . 111$1  I 	I. Xl ohnoit of it foams • 
Iron. Theorem 115. 	If .1 i. invariant in It, 'flaritetio 121 	•-. t lint .1.1, 
I• coot nitio41 ii, ilss. maximal join...Anil-ion of  .1  invariant in B. 

1 4.11NITION '24. If Ho ?imam .1. II, owl .4 	ha, • Ho altar MI Ohl ao a,. 1,rwana 

13  Ms us .1.1, is calls 	int bald- st lig Of .I s.. h. 
111.FiNiTios 2'2. 	I .4 hi is sabring of a If...bah 	MI If . asol 	h °alpha, 

is 11118 1.4 r natirtryf hy s, 	p. 	I . . I 4/.4 flArafill a mato', hy  .1  ,s.f It b0 ar• y we, • I0111 Porlhrto 

g ..111$.150110 5S 	a by MI fssllsssrs fly trialP.h.  has aril artarro 

1.) .1 , ix No firm! Is Ind-, my of .1 in it; 

2. I if list unit nal si 	o. s flax a prs de r• Naos 

ix his firm? liallf•11110 s f .1 , 

if lh5 5t5 5 I5rtill w5  5nt. 5 	ix 55 land- Ps pnli• Ito p. 

1,„ - E 5 * . 1 0. 

noi. ol Ito halal ofsill :.stbronyi. 

b, or, fits. w. soft .1 	Ii.. fsiussh.s .ssq •1 55 If • 	Pia ..rrh hp 

%I 	If 1 	'mar tont xotr ow; .1 it 	r 	,75.5,5 

land-, inf. .1 . 	.1 .5 It 8 ,  'Mar HMI is ft aket o fon. st. 	al 1 and 4 tag, 

Inq of 1 5N IS .1 foto, 5 .55-56 r. 

Plano 	Front I 14.1.1tit ant 21 it Pio. In. 	.441. 111•/.1 i t,s.i .1 • 
tiss ,  toakinitil piiii-WItto•11-44$11 of .1 111t atiattt in It 	1, 4 t In. re-., 

r:t 61. $.1 tool 714. 
sJ rt; If 1 It why itmoleate •rlog_ 	onot aompb• r osholin out 

p. 1. 	 ate/ . 	a.... 4 1 .1 11so 	r a. am! 15 ant Oaks messo 
.1 .1„ . 	s• 111 ■ lassol-ravy 4 .1 ••• It 4 	5. 555 

	

-•igntu 1tn.n4.'an ring I n. an, 	 . 

•55. Is s. n% 11..nt $10. nor. 1. 	'" • -nti-1. the• 	...hi hat- 	in 1 la4amit1at 
211 	I.  t si. -stat.• that 	tt atttt 1 1.11 at. hat t. 	 11,21  

IN.T14I\ 	tortituilit SIP lam a .,  5%  h a  10. 

t 	Inuit -ring ut .1 in It 	ifs. order 0.. •hila 4.i it. In-  a  -441111.1.41. p4eknictit 

.4„.„ a Iiirh ha,. a Latta a IA Ills n....nvel lo B. StItti• .1._ is,  lily  Tlit -011 .111s 

zinl 135. no nrisuit a, if. 4s,. 	pHp a. I- a fillothItallI :11 J11111'10', 	1111 11'10441 

is. .1„„ smoidiele to "111.-orrio- 127 nt541 12n. 	11,11.1.  t  111.. ....141111 girt . 	It's 1)1 11111 -  

f pa,- 19 nod 241 susssI 1.% Theoneeo 133 is I 	 stills  11 .111111 Ito 	. nod t 	1 . 	 

i•••••.--nrilv id...ilk:al a MI 	 ill.. .1., 	illN'ttrinttt it. it. 	I kw... 

• If  a 4- 	ettIlt et-suly 111:11 it i- iii, 1.1......•111 	.1„ .1 111.11 	1-, I ■■ 
Ih•fillithtto  19  sad 211 rtts1 TIaltutla 133. it,.• !atilt  ol 	.t.tioilirt•  p,11•14.11a•111- 

Is oils 	1.. .1, • 	rio. -•••■ itirtit Iv 111 ,41 xt it  la  11.-134 . 1  le, If Iterto1-t .  

, ii. list nrinist in It. 	Tim... h.i thro  it  i.....11..sis.•to of iii, limit -ring of 

.1 HI IS of  tIn•  only!. pn 	I. 	Ili,. limit 	 iit  iral a it 11 .1,, 	. 	1Vi• 

.41 ilsisi Th....mtli 137 'lin lir pro 	I.V trilit .. 1111101. • 	 (01. h.. rohl . 111-itoli 

film 	 .8•1 to Iltin limit  -nun  I  ler  it 	.t ill 

To, oin.11 13h. If .4 si any Baal, is,, soy. a MIS 	nal  55,51155 

p. owl .1. a ftophot,t OW I 	 of .1  of 	rat  /It 	le MI it e r 

xtioloranf .1, .4 .1. whirl. is, up fahrtilair isIsti s r/s 	fah  of  .1 1sfIto 	r i. 

nr 	tonna. Frio', I a.lino Ho. 20.  ii,. • 	 from, 

137. 	t 	limit -ring of .1 in .1. of  t 	I  it-•Iv.' 01. 

1 1114110AI 139. If .1 It SIPS I Marian, radorthfl of a  Boar  is  57-1'ing It. s. si ss af Saari 

.410IN r Pahl yi ryei a 	p, sins1 .1 . tin Ian il-raiy ssf 1 us /I  of Ili,  ords r 5.. fiss us .1 

• it fu whim. nIal • xi. nx•an 4 .1 of hiss ords r ao 

l'ino it 	li sp. 	h - 	I. '2, 3 • • . 	Hrs . 	Id  .4.  it,.  I  1  I tt  •  -411p•t55 .o ,  voti-1-1 Ihtt 

••Itlitetst- 	litalnaolitni •driartit, a it 1 r.-1,...•t is,  .1  , it 1.. 1,‘• 

12a. al., 	fulnIzionilt 	 PS it Is resitet•I 	 it  I-,  1, ■ '1'1,,.,0••11, 131, 

...let 	asils repurt 1.. If; it - haul i• 1118 041111•111 s.f  .1 	'oh% Pf -1 • 1 % rusS 

awn, of .1 , rats Ia. c.1.1stigail its tI,u. a fey. 	If vi,• 1.-111.1.1  Iss  ••  ..•ry I 	'Wiwi', al 

-.VP IP+ .  is  .1 t lint .1.kittent of .1 , a hid, 	ii• limit is  I  t  1. 	to It a .• 

bounanotplo-$11 7 1 ono On- 1400kats ruin l. ipf hiss. 	la 	 n. .1 

•1 	11n. 	.kinniole.1 to 1 n.bilit ion I.I. Thi- moo,. 	1,, 11141,111H for t 

•3,4 	I. 	Tlg•  lefiNst al 110 .01.111 1 1 ,11 4 I% - isssa I sv INItl-11111 1,  11011.e1H./ 	 

.1110 CHUM I UV b I .1 n Po/ .1 • /0 IS.stsb on ring, is 	. 	id. th, 

•...op/.im . owl "all nal oil mho rr• 01111.1yarq  ,5 	p. 1 , Si 'amino" oral 

in 	4  .1 4 	ay.!s r 	arol .1; Si fo whim, 	 ran of .1 • ,r,/ 	cod. 

I 1* lb.,.  •  ••••• • factly lato ,.,l,rs hq 	rof .1: 15 501,  AO  I 	phl P.M A rah to 

• h'h 	an o.n.o.( ',toxin A, lo two, h ,I, and It• 	A.ix 	Iowa  ly h ni I ••• el Ural 

a f..orlana 'dal • xi. Ferran of ,1• s.f  ords r j 	if sq., 	 fiss usit• 

Pim**, 	.I; l• - 	 -olnitig i .1 a 1,1,11 i- a  1  molas  swot  al i•nolo-ioto of .1 • 

•4 ii.  oiniPt .1. 11..11 .1; 	and i- wawa. ficll•sa. Is. dam  -1 . 1•Plo  na l  13,* 	II a.. 

' 	 it en-ar-. Irons Lei rrrrr n 12 awl EN I rati-11 son ,  isolo,,t lot, 11,0 Ito. 

• 41..41•11111.116 	. 	 "Ilo-iffeni 1 Ill. i-si-f 	 1154 	tin. 

•• - - ..1 k• 	nriA voil ks Tlwoolt, 

1111.84111_11 111. If .1 es it 'downy 4 o Boob III. I III 1% Ito rImor ,  of 1 SUS 	; • 

- WS 	indxray 4 It, Ifs, nrb nttral w-rth IA. on 11-r ny .1 , 	.1  in /: 4 1h,  
PIPPIN. LP, a. tor 3 -avitp -fp. -  4 • 1,toolit 4 .1 	a 	1.1i  is 4 	III ,  t•.- 
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speet to B. Further, for n = I. 2. :3. • • • let a, he the smallest ordinal number 
which is not larger than p and has the property that a, is contained in .4 4„ )  , by 
.4 0 , p) denoted the limit-ring of .4 in B of the order f. Since p is a limit-
number we have certainly 

a. p 

for n = 1. 2, 3, . Further let a be the smallest ordinal numb', add*4 
the inequality 

a, a SP 
for n = I. 2. 3, • • • . We have 

a ed p; 

for the asumption a = p would imply that p would be  the  ordinal number of a 
finite or countable set. contrary to the definition of p.  Hence  we have also 

a -1- IS p. 

Now the elements a. (n = I. 2. 3, • • • ) are all contained  in  A . Consequently 
the element 

a = "Aim a. 

is contained in 	. Thus we have 

a e A o)  

and it i- proved that A ,,, is a (+teed sulwlass of B. On the other side it can be 
shoe n lv tran-tinite induction that any subclass of B closed under T(r(B)) and 
containing .1 contains .4,„ a hem.ver a 5 p. and by this especially A (,) . Thus 
Ties:rem 141 is troved. 

If B 	 the Bonlean ring of all sets of real numbers, and .4 the sub- 
via-, ot B defined by the property that a is an element of .4 if and only if it is 
either the empty set or the union of a finite number of sets, every one of which 
is either an open real interval or consists of exactly one real number (see the 
c‘ae l ok stated after Definition 99. then .4,, is the Boolean ring of the Bond 
-pt. of rt.al toimhers. In this ease it is known that the rings .4 ,,, (a p) are 
all differ' nt. Sinee B is a complete Boolean ring here, .4 6, is, by Theorem 139. 
a fundameeta 1 uxtenst ,,,, of .1 of the order a. It follows that if .4, is a first funds-
owood wocosion of .1. .1 i not a a-complete Boolean ring. If we compare 

thi- o•-tilt with the result- of §7 of the paper (I). we find that the sequential 
I,.;.. logy r I of a Boolean ring .1 defined by Dedinition S. in general cannot be 
.1..rivated irons a neighlsairhood-topology satisfying the axioms of FrAchet-
Ilausdorff. 

nem:Him 112. If A, is a Popularly idol ern i. ..c.1 of a Boolean ring .4 of Me 
Irrvir7' al, 	a MM4ean a■ring. 

INTRINSIC TOPOLOGY OF POOLEAN RINGS 	 1191 

l'itoor. Let B be a Boolean a-ring and an invariant extension of .1, . That. 

such a Boolean ring  B  exists follows from Theorem 69. Then A, is, by Ties:rem 

137, the limit-ring  of  .4 in B of the order p. and it follows from Theorem 141 

that A, is closed in  B.  Hence A. is a Boolean a-ring, according to Theorem 117. 

DErismoN 23. An extension A of a lif101fah ring A is said to be a minimal 
invariant a-extension  of  .4, or shorter: a a-completion of .1, if A is a Bosdean a-ring 
invariant over  A,  and no proper tutoring of .1 containing .4 is itself a Boolean o-ring. 

THEOREM 143.  An  extension A of a Boolean ring .1 is a minimal invariant 
a-exterurion of .4 if  and  only if A is a funtiamental extension of .1 of the oreb r p. 

Plow. If A is a minimal invariant a-extension of A, the limit-ring of .1  ill 

.1 of the order p is.  by  Theorem 139, a fundamental extension of A of the order 

p; hence  it  is, by Theorem 142, a Boolean a-ring, and Definition Zi involves 

that it cannot be different from A. If A is a fundamental extension of .1 of the 

order p then  A  is,  by  Theorem 142, a Boolean a-ring and, by Theorem 131, a 

join-extension and  by  this an invariant extension of A. (Theorem 61.) On 

the other side A is.  by  Theorems 137 and 141. the closure of A in If If is a 

a-subring  of A  containing A then R is. by Theorems 61 and 61. invariant in .1 

and, by Theorem  118,  closed in A. Hence If = and it is proved that .1 is a 

a-completion  of  A. 

THFAMEM 144.  If  A is a a-completion of a Boolean ring A, and B an invariant 
• !tension  of  A, then is the closure of A in B. 

Poor. See Theorems 137, 141, and 143. 

THEOREM 145.  If A  is an invariant subring of a Boolean a-ring It, Me closure 
,f A in B is  a  minimal invariant a-extension of .1. 

Paoor. See Theorems 139, 141, and 143. 

THEOREM  146.  If  A and .1* are minimal invariant a-extensions of the same 
Boolean ring  A  then  A  and A• are isomorphic, and there is exactly ono isomorphism 

tween .1 and A* carrying every element (of .4 into itself. 
Hence we may say that A and 'Pare abstractly identical. 

Poo. See Theorems 140 and 143. 

10.  The Sequential Topology r(1(r(A))) 

If .1 is any  Boolean  ring. the closure-topology f(r(.4)) in .4. considered in §7, 

determines a new sequential topology r(1 -(7(.4))) in A according to III). Th., 

rem 15. The eloeure-topology determined by this sequential topology is iden-

tical with r( r4.4))  or,  in other words, the closure-topology rf.1)) and the 

sequentia l topology r(r(r(A))) are equivalent. (See (III), 1)efiniti ,,,, 8 and 

Tileorern 18.) 
lJMM. 14 . If a sequence a, hax a limit a under r( A ) it has also under 

,t (.4))) thi limit  a  and no other limit. 
PROOF. It  is  obvious that the serownee a, has the limit ii ii -., tinder 

r‘r(rf.4))). If b pi  a,  at the utmost a finite number of term, of the sequenec 

a, is equal to b. and Theorem 29 involve:- that the term- of t his strsinetwe differeet 

from b and the elenwnt a together constitute a set closes' under I r A)). The 
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complement of this set is an open met which contains le but fails to contain 
infinitely many terms of the sequence a.. Hence b is certainly no limit of the 
sequence a. under 71f(7(A))). This completes the proof of Lemma 14. 

Further it is obvious that our Theorems 25, 29. and 30 hold also for the 
sequential topology rlr(r(A))). (They hold in any derivative sequential 
topology.) 

THEOREM 147. (Compare (VII), Satz 29.) If a. (n = 1, 2, 3, • • •) and a 
are elements of a Boolean ring .4 then a is a limit  of  the sequence a. under 
r(r( r(.4 ))) if and only if r. ry partial is (Mr net of the sIquerwe a, cortiailut a further 
partial sequence converging towards a under 7(.4). Hence any sequence of ele-
ments of has at the 'demist one limit under r(r(. 7.1.4 

PROOF. If a set open under F( '-(.4)) and containing a fails to contain an 
infinite partial sefmeuee of the given sequence. no partial sequence of the men-
tioned partial sequence ran converge towards a under 7(.4). Hence if every 
partial sequenee of the given sequenee eontains n further partial sequence con-
verging towards a under r(.4 I. the given sequenee has certainly the limit a under 

Let us suppose conversely that the sequence a, has the limit a cnder 
rir(r(.4 ))). If the SIM menet. a, had not the property amierted in Theorem 147 
we could state a partial sequence a., fir = I, 2, 3, • • -  )  of this sequence con-
taining no further partial sequenee converging towards a under 7(.4). Then 
the generalized Theorem 29 and Lemma 14 involve that the sequence a., con-
tains no sequenee convergent under 7(.4) at all :Moreover we may suppome 
that the elements a„ are all different from a. Thus the elements of A which 
are different front all elements a., form an open set which contain', a, but fails 

•ontain infinitely many terms of the sequenee a.. This result would contra-
dict to the supposition that the sequence a, converges towards a under 
7(D7(.11». 

DErtxrriox 21. If a, In = 1. 2, 3.... ) and a are elements of a Boolean 
ring .1, av .ay that Ho 'upsetter a, In = I, 2. 3. • • • ) canverge s weakly touvirds a 
wttI oxinet to or flail a is its weak limit with r. sped to , and wrue 

Lim a. = a 

tf th, 	qoa tiro a , riairerr 14 towards a u mita. 7(1'17(.4))). 
The soot- "with respect to .4" and the superscript in the sign "'Lim a. may 

Ire omitted if there is no doubt which BOOlett11 ring is meant. 
We have elaisen the a ords "weak convergenee -  and "weak limit" for con-

ventenee although the considered eonvergenee under r(nr(A))) is no analogue 
of lie seak eon% ergence III a linear metric. lamp. 

A- far as the sequential topology 7(A) is emu...med, we shall use the KUM*.  

terminology and denotation in this paragraph its in the preeeding ones. 
The sequential tols•logy r( rt,(.4))) is in Rely 	different from the sequential 

to t toltigy r 	1.41 .4 is' the Kittle/ill ring of tIcrse sets of real numbers which 

rormour or BOOLEAN HINGti 

are either empty or unioris of finite numbers of right-hand open intervals. 
(A is identical with the Boolean ring b considered after 1)etinition 9.) If s and r 
are real numbers we dtirote the interval s < r by < r). Nos put 

—r — 2' + \ 
a. 	< 	, 

for 2' 	n < 	at = 0. I, 2, 3, 	. a, (a = 1, '2, 3, • • • ) are elements 
of A. If m and n are natural numbers, at lea.? 0111. of the equation- 

a. < a,, 

a. > a,, 

and 
aa, m 0 

is valid. To a given natural number n ', there exist at the utmost finitely many 
natural numbers n sueh that 

a. > a, . 

Hence any partial sequence 14 of the sequence a. contains at lea.st either a 

Partial sequence c. satisfying 

(67) C..4.1 < c. 	 = I, 2, 3. • • • ) 

or a partial sequence c. satisfying 

(68) eke 	0 
	(k, 	1, 2. 3. • • , I: ;g 

(67) as well as ((i8) implies 

lim c. = 0. 
s—si• 

(See Theorem 116.) Hence we have 

Lint u„ = O. 

( 	= I, 2, :3, 	, 

(n = 1,2, 3, • • • ) 

lila a. = 
...11111 

01 	(I the equation run a, = 0 is not valid. 

(in the other side we have 

thus 

and 

-1 E a, = at 
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THEOHLm 148. If Lim a. exide Own sk is an inierelewnl of the seytetwe a. and 

of any partial 144 quPncr of this PoluctuY. 

Pinnw. See Theorem? ,  27 and 117. 
Now it is obvious that our Theorems 50, 87, ¶12, and 115 are valid also for 

the weak convergence. 'The same holds for TheunIn 91 if it is pronounced only 
for convi rgent sequences. Le. al have 

Ttitsomsi 149. If a, < Li. far a = 1, 2, 3, • • • , and Lan a. and Lim b. exist, 

Own 

Lim a. < Litu b.. 
111-••• 	• ...a 

PROOF. We have for n = 1, 2, 3, • • • 

a. = 	, 

hence, hy the generalised Theorem 115, 

Lim a. = Lim a, • Lim h. 
■••• 	• -. 14 	Is •••• 

proving Thettrem 119. 
If a.. is a double sequenee in u Boolean ring A , 4-1 t he  elms  of ordered couples 

of natural nunilters for %hid, the sign is defined,  and  a  an  element of A, we 
-av that the double selluenee a... converges weakly towards  a,  or has the weak 
limit a, and write 

(.1, 
MAO -••I 

(ou, • GO 

if to any oppn 	eontaining a there ean be a.,.igned a natural number k such 
that a., is eontained in this open set for in e k, a 	k, 	a)  e14. If el is the 
elms- of all ordered pimple- of natural munliers. we write simply '''Lim 	in- 

-tend 4,1 	Linn a.. 	In loth eases the stiperseript  1.4)  may be omitted if 

there is to, doubt 44 hie); Boolean ring ismeant. 
Theorem, 25, 29' 04). and I ZS hold also for weakly-eon4.ergent double ae-

ya 101.. 	 ,ver Theorem 121 lortmouriet.d for weakly-ionyergent double 
...to whee. ran he in% erted. Le. if in, 	. 	77' z for  k 	2e• implies 

H, ,„ 	0. 111411 UM 41,. 	. 	To prove this proposition is not diffieult.) 
, 

	

fc.trtieular if ra, - • z. rt, 	z for k -4 z• implies  !Uri  a.,., = a. we have 

••••rtainl ■ Lim a.. =q, 	ln the other hand compare  the  ro•Inark after Theo- 
.. -. 

lein 121 	■ 014404u ..eflUetsfl• of a lioolt-an ring .1 has  at  the utmost une weak 
:Imo with re-pert to .1. 

\o,A 	•lear that also Theorem- 50, 87 	115 and 149 1101/1 for weakly- 
ergent 	sequerset- 

f)rirumioat 25.  A  sequence of eictacr.ii a. of a Itteotan ring A Id haul 64 Is ii 

weak fundanserdal *mica/x.401A reaped In A if 

(4 '1.int (a.„ 	u.) - 

Theorems 127, 124, and 132 eontinue i, be right if we replaee the notions of 
"fundamental SEllUetlf,P" Mal "f•lfiliVergulitt 	where%er they appear, Ity the 
nations of "weak funthuriental sequenee" to.)1 weak etalyergereee." 

TH E0H Eli  1511. Any  two to-akly-e-orwto 	farmland.  Fatal  m 	ow.  s fIn . rw■ - 
('14 774141. 

l'icoor. If a, anti b. are fundamental setplen) e- and 

Lim (a. -4- G.) 	0, 
••••11 

then there exists, by Theorem 14Z-ii PIIIJUPIIC4i 744 of natural auirriliers different 
Irian eat-hi other  KIRI'  that 

him (a., + 	0. 

(In the other side we have, by Theorem 123 and !)i'fini( ion 17. 

1 701 	 lim (a. + 	= 
A 

and 

him 	+ 14,1 = 0. 
as.. 

From (EM), (70), and (71) we get, according to Timoreni 115, 

him (a. + 	= 0. 
-•0 

THLottl.a 151. If  b,  it, a fundanuidal stiutno . nad n ,. vi Al 7, et r, 	Ile prup 
rig Mad ea,ry  panted  'segue:we of Fla is flae1401' 1 	 II PI 1171,11r, 	fri 	pi, is 

of 1 akly-coneurr•  ni  with  the  furulam, Oa( sclurnet 	, 1141 ri 	fn 	WO 
.,, gtu.nre nv.akly-ewnrurrent with ti,, landau...111u! iirqui , rery Li.. 

First we v,ljserve that Alfly partial ,ettuenee of a Iiiiitlanienial 	• 
Twuce  1s  a  fundamental  Pi1 711UefilVf• 	nirUrr4 7111 it ii 	thle• 1'11 , 14 .4'4 1114 7 11,, 	111- 

'3 " be •ti•ilY  concluded fr ttttt Definition 17 awl Irmo Th,..,1,111`. 29' mill 1 .43 
',014 if ae  Theorem,.  117 and 150. al. find that flo I POI- 'if '111 .••• 
' , in 151 involvf• 

Ian (a. + b.) = 0. 

	

a. +  a.  = (a. 
_
+ b.) + (a,. + b.) 	!b. 

-  

him (b.. 	6.) - 

'.171, 

•••• 
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e have 

Itecording to the generalized Theorem 115. 
1 411 thy other 	FP. an  open ya—tion abet iier Theorem 1.51 can be ID- 

verted, i.•. %heftier every weak furalarnental -elmence..11.  a itoolean ring •on-
tain. a fundamental ..fluolley in the .eti..eiA Itehnition 17. 11 TM, inver.gai 
I- true. it (olloa that every weak fundarnental ..4 .11114•11i1 .  of a Boolean a-ring 
weakly-convergent. If it were not true then it eould oceur that a Boolean ring 

if yoti %%tint even a complete ogle) could riot be invariantly ego-toted to 3 

134 04earl ring in al!iell every weak fundamental ...fluency ip weaklv-convergynt. 

t 	I #•:rlt 	Zqr top.i..11•rhe ft Alrbrq. I I: ,  m10.1 ticrung.t boor 1.- 	"I. 

,P. , 1••• 	 107 , 1933P. pp. 5047 624. 

II ,  1 .. ■ r r. • li,r Nholl Orr 	Slrort oft of .1loat roe 	 Proeeerlinir• 	• I 

bridge Plolosophien1 Society 31'1145). pp. 433 454 
111) ....nu" Bit i.liP•fr: 	1/1. I'ornionat.on of Topologe• 	F■ 111 , 1211/0.fala 	i• lo•r•. • 

l't4tip, pp. 15ti 114, 

1 P I to). 	/fool,  -Sclirroi. racht 	rlAwit 	h- or .0,, 	 ro.v, 

5P. &C. 
\I II 	T. TAfory 44 Re pr.,  .t Mat 10114 for thoAron A 1g bro. Tr a..., • • • • 

.1,. 	urerip•pin NIuthertiatien1 SopPiety 40 1920), pp. 37-111. 
\ I ...pr P• hirkIeti king. of Sets. Duke Mot hero:ow:AI Journal 3 1437 1 . pp 11; 

II I 	\ 	huritoroviteh Linear.- Arithrordroll• h.durne. Reeueil 

I PcSi . pp 111 14i^. 
III 	• • • • • ' 	LP•ff . tothr. r oral the I. •pplIcattons. 	Bulletin of tI,. trl,e, r 	\ I • 

• P ' • P ••; 	14 1 .43A ). pp, 79:1 4tL 



EXT1tAIT 	STI11 	\1 ,V1 II \I Al I( A 

Ober die Dimension linearer 

v n 

In dieser Abhandlung maehe Oil den Vorsi Wag. rwi tie• 

grille Dimensionsrahl eines linearen Ratline." und „metrtsrhe 

l)imensionszahl runes linv awn mi•trischvii kalinies -  third, folgendr 

Definitionen eintilliihr en 

finit ion I. //fli•r der ullinrn 1)1mm n sions:n rim.s luu.• 
turn k mmes  'II 	ttttt n i,i kl. in qr 	 x non drr 
Eiernschnli, dull es mindeslens tin, 	 1. II 
AllichhckPdit ;i1d, do ,  fen /Mew,' hilh ,  Pull 1 ZU • u Hun. 'dui' ,  

Definition 7. (ml,', de? rnehasilern / 	shas %mid 'anus 
linemen men ischen kuun.rs II ve , ..dchi ,  num dir khans'' K 

lz u 	nun de. I:1 ken s" lull', 	mind, tiVIIS 	Teihnynge 
min  ii von drr Ain ul ked , 	‘h• rrn Inn.s( Idussrne 
/ 	 zu .urrenultbdIt. 

Unter tier linear-en I 	vin•r Trilmenge 1./1 rifles linearen 

Raumes 1st dabvi the linear" Mannighltigkrit 	Linearkombi- 

nationen endlieh vieler Element,' von NJ1itt verstehen. (Linear-

kombinationvn mit beliebigen komplesen Kovf far. nten, wenn es 

such urn rinen en 161mi, midi mit rvellvil Ki.effi-

zienten, wenn es %mit lim eine', reviler' linenren !Coon lidndelt). 

Linter der abgeschlii,svrivil linearvn I hillv eine/. Trilmenge tines 

linearen rnetriselsen kaurnes at die I mire Marinighltigkeit der 

darken I liulungsstellen der rinfachrn linearen Ifulle dieser Menge 

zu verstehen. (Die Wrote „linrare 11611v" mid „shgesehlossenr 

lineare 1 IfIlle" werdere hie, in Anlehnung fin die Alihdrollung von 

llstv.00pri „Zur Theorie der Imearen rtivirischen kirume - , J. 

reinr angew. Math. 167 (1932), p. 294 ".1I 1, insb. p )9S gebraucht. 

Auch sonst wird in dies,', Arbeit vielfach in der riberten 

Hsusoorrit'schen Abhandlung 	1 	1 Vervirneirt 

• 
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werdent. Es lit klar, daB die affine Dimensionszahl eines linearen 
merischen Raumes niemals kleiner sein kann als seine metrische 

Dimensionszahl. 
Im folgenden soli auseinandergesetzt werden, welcher Zu-

sammenhang zwischen den Begriffen • affine Dirnensionszahl eines 

linearen Raumes" und .,metrische Dimensionszahl eines linearen 

metrischen kaumes -  und denjenigen Teilmengen eines linearen 
bzw. linearen metrischen Raumes besteht, welche man als „Ba-

sen“ bzw. als .,Grundmengen" zu bezeichnen pflegt.  Bel  diesen 

Erorterungen wird der folgende Satz der Mengenlehre benatzt: 

Fur jede unendli(he Kardinalzahl s ist re 2  x. 

Definition 3. Line Teilmenge `.91 eines linearen Raumes . * 
help,- tine Basis von *, wenn endlich i iele ElemEnte von ER stets 
linear unabhiingig sind und die lineare Hiille von IN  mu t  * zu-
sammenfallt. 

-kanntlich besitzt jeder lineare Raum mindestens  eine  Basis. 

Satz 1. fede Basis eines linearen Raumes II hat  eine  Mcich-
tigkeit, web he (1 r affinen Dimensionszahl von * gleich is!. 

Urn diesen Satz zu begranden, genagt es zu beweisen, daB 

zwei Basen eines linearen Raumes stets die gleiche Michtigkeit 

besitzen ; denn jede Teilmenge von H. deren lineare  Halle  N 1st, 

enthalt eine Basis von N. Es seien also e l  und 	zwei  Basen 

von H. Dann kann jedes Element von 	auf genau  eine  Weise 

als Linearkombination endlich vieler Elemente von IA" )  dargestellt 

werden. In diesen Linearkombinationen muss auch jedes Element 
von IA mindestens einmal wirklich vorkommen; em Element r 

von 13 1 , welches in keiner dieser Linearkombinationen vorkime, 

krinnte man namlich dutch endlich viele Elemente von le und 

daher auch durch endlich viele von r verschiedene Elemente von 
linear ausdracken: es wren dann also nicht endlich vide 

Elemente von 	stets linear unabhingig. Also 1st 1t3"'  die  Vet. 

einigungsmenge ciner 	Aquivalenten Gesamtheit endlicher 

Mengen. Sind daher s'" und s''' die Michtigkeiten von 14(II  und 

'1("'  und  1st s„ die Michtigkeit der abzihlbaren Mengen, dann 1st 

ii 

(1) 	 s' 7) 
	!tn  

Nun werde angenommen, daB s' 1  und x''' beide unendlicli sind. 

Dann folgt aus (1) 

Da man ebenso die Ungleichung N'''s bewrisen kann, ergibt 
sich die zu beweisende G!eichung 

421 

Dati abet Gleichung C2) auch riehtig ist, v.enn mindestens tine 
der beide!, Kardinalzahlen s''' und s"' endlich is,. kann al ,  be-
kannt angesehen werden. 

Sa t z  2.  Em linearer Rana 	der ni,ht nut aus ti .em 
Nullelement 	steht, hat the Mdchtigkeit Sec Ktatrinteums. wenn 
seine Wine Dimensionszahl kh her als die Mei< htigkett des —Kan-
tinuums is!, und sons! eine Mdchtigkeit, welch. krleich dies, r 
nen Dintensions:ahl iii. 

Beim Beweise konnen wit tins auf den Fall beschrinken, 
daB die  affine  Dimensionszahl des Ratlines unendlicli lit. Wit 
wollen sic mit x bezeichnen. Es sei welter 9.1 ■ vine Basis vi,n N ; 
diese hat dann nach Satz 1 die Michtigke.t s.  Die Menge alier 
Teilmengen von aiz, welche aus n Elementen bestehen In vine 
natarliche Zahl), hat offenbar genau die Machtigkeit x" x. 

Anderseits hat die Menge der Belegungen einer solchen Menge 
von n Elementen von 'X mit der Menge der von Null verschie-

denen reellen (oder komplexen) Zahlen die Machtigkeit des Kon-
tinuums. Also hat die Menge der Linearkombinationen von genau 
n Elementen von 9.11 die Machtigkeit x s, wenn re die Machtig-
keit des Kontinuums ist. selbst hat daher die Michtigkeit 
x„:4 a, cl; h. wider die Machtigkeit s a. Da abet 

- Max (x , a) 

it, lit die Machtigkeit von N gleich der grillieren der beiden 
Kardinalzahlen x und a. Das wurdc abet in Satz 2 gerade be-
hauptet. 

De f init ion 4. Line Teilmenge IR mines linearen metrischen 
Raumes 91 heilie eine Grundmenge von 91, wenn era/ens kein Ele-
ment von 9R der abgeschlossenen linearen Mlle der iibrigen Ele-
ment(' von ER angehiirt und zweitens die abgeschlossene lineare 
Mille von TR mu t 91 zusammenfalt. 

F. Ha usnorrrF verlangt in der bereits zitierten Abhandlung 
von einer Grundmenge nut, daB endlich vide ihrer Elernente 
stets linear unabhingig seien und daB die abgeschlossene lineare 
Halle von 931 mit N zusammenfalle. 
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h.r ,tte Mmenston Ihweure, Rdiume. 	 H. 1. ■botg. 	 2.' 

S. HASIACII nennt ant Seite 58 seines &cites „Theorie des 

operations lineaires" (Warszawa 1932) eine Grundmenge (ensemble 

fondamental) von :H iiberhaupt ede Teilmenge von W. deren ab-

gesc:Ilossene lineare Hulk mit )11 zusammenfillt. 

Sat z 3. jetle Grundrtienge eines linearen Resumes  It  besitzt 
eine  Machligkeit, auk& gleich der metrischen Dimensionszahl 

Ii is!. 

Be we s. Es sei (ti eine Grundmenge von ii und IN eine 

Teilmenge von 11, deren Machtigkeit gleich der metrischen Di-

mensionszahl von 11 ist und deren abgeschlossene lineare Halle 
mit  :11 zusammenfallt. Dann ist jedes Element von 112 starkes 

Grenzelement  rifler Folge von Linearkombinationen endlich vieler 

Elemente von 0'). Also geliOrt jedes Element von IN der abge-

schlossenen linearen Halle einer hikhstens abzahtbaren Teilmenge 

von  1 ■1  an.  In diesen hochstens abzahlbaren Teilmengen von OA, 

welche  so  thin Elernenten von 1.1i zugeordnet sind, muB auch 

jedes Element von 14 rnindestens rinnial wirklich vorkommen 

aus der entgegele4esetten Annahme wiirde namlich folgen, da13 

tin  E'ement von 0/ der abgeschlossenen linearen Htille der Obri-

gen Elemente von 05 angehiirt. Also 1st (4 die Vereinigungsmenge 

•ine. 111i  aquivalenten Gesamtheit hOchstens abzahlbarer Mtngen. 

1st  tlaher ri"' die Miichtigkeit von 1R und s''' die Michtigkeit 

von  ( mid ist unendlich, darn kann man analog wie beim 

Iteweise  des  Seizes 1 schliei%en, dati 

„ II 1 

1st. Nun ist slier 	die metrische Dimensinnszahl von W. Nock 

Definition 2 mutt daher 

S I)) 

sein, wie in Satz 3 behatiptet wurde. 

In dem Falk, daB h enklidisch und vollstindig ist, ist jedes 

vollstandige normierte Orthogonalsystem eine Grundmenge. 

(Ein linearer metrischer Raum wird hier euklidisch genannt, 

wenn es in ihnt eine symmetrische skalare bilineare Funktion 

(im  Falk eines komplexen linearen metrischen Raumes eine her-

tniteisch  symmetrische skalare bilineare Funktion) (r , u) mit 

14- .11  

fUr alk 	gibt Zwei Elemente r und it tines etiklultsi-hen Raumrs 

heitlen orthogonal, wenn /0 00 0 ist. Eine Menge .11; eines 

vollstandtgen euklidischen Raumes 11(44 eh) sollstaniliges nor-

miertes ()rthogonalsystem, wenn die Element,. sun `111 alle den 
absoluten lletrag Ems hah,n , paarweise zucinander orthogonal 

simi und es kein Element in gibt, welches vom Nulleleinent 

verschieden und zu alien Elementen von orthogonal 1st. Dat'i 

es in jedem vIllstand.gen euklidischen Raiiiiie mintlestens em 

vollstandiges normiertes Orthogonalsystem 010, kann man nut 

Hilfe des Auswahlprinzips leicht einsehen. Der Leser Nei bier emelt 

auf die Arbeit des Verfassers „Komplese ruklitlische R.It11111 .  S on 

beliebiger endlicher oiler transfiniter I )imensionszahl" serssiesen, die 

in den „Acta Litt. Sci. Szeged" 7 (1934), p. 1 34 erschienen ist. 

Also hat jedes vollstandige normierte Orthogonalsystem 

does vollstandigen etiklidischen Ratlines tine Machtigkeit, welehi• 

gleich der metrischen Dimensionszahl des Ratlines st 

Oh jeder lineare metrische Raton eine Grundmenge un Sinn, 

unserer Definition 4 besitzt, konnte nicht entschieden v.erdetl. 

(Man kiinnte von tinier Wohlordnung des Ratlines ausgelien told 

in dicier die Menge slier derjenigen Elemente betrachten, welch, 

nicht der abgeschlossenen linearen Hiille der Menge ihrer Voi-

ginger angehilren. Die so ausgesonderte Menge muss aber keine 

Grundmenge des Raumes in Sinne unserer Definition 1 5(.411. 

Satz 4. Eine lineare Mannigfaltigkeit 	 linearen toe- 
trischen kaurnes um! titre abgeschlossene Hiille 	!lawn stets die 
gleiche ntetrische Diniensionszahl. 

Es sei TR eine Teilmenge von 4.4 , deren abgeschlossene 

Mille in 13 mit `V zusammenfallt und deren Miichtigkeit moglichst 

klein ist. Dann (alit offenbar such die abgeschlossene Halle von 

V in `V mit 13 zusammen. Also hit die metrische Dimensionszahl 

von 13 hOchstens gleich der metrischen Dimensionszahl von V. 

Anderseits kann man zu jeder unendlichen Teilmenge von `V , 

deren abgeschlossene Hulk mit 13 zusammenfiillt, tine ebensolche 

Teilmenge von 11 von gleicher Machtigkeit angeben ; man braucht 

nur jedes Element 1 der erstgenannten Menge dutch tine gegen 
r stark konvergente Folge von Elementen von 13  zu ersetren. 

Damit ist Satz 4 bewiesen; denn auf den bier nicht beriicksich-

tigten Fall, dais 13 oiler 13 endlichdimensional hit, braucht nicht 

niegegangen zu werden. 
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thmenunn harem. Risme. 

Rekanntlich kann man jeden linearen metrischen Ram 

Zu e nem vollstaindigen linearen metrischen Raum 	derart er- 

weifrrn, dass h die abgeschlossene lineare Halle von * in W. 

ist. In di.s.rn F.Ij. lichen eds.. fl und 1. skts  di.  gleirke 

tri‘cts ,  Ifi.n,nsic,nszuhi 

1-6 ,,u pa. la kidaction le 17. 1. 1914i. 


